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点 集 拓扑 学 是 拓扑 学 的 一 个 分 支 ， 形 成 于 本 世纪 初 。 由 于 
分 析 理 论 的 深入 上 发展， 人 们 产生 了 抽象 和 推广 极限 与 连续 性 理 
论 的 要 求 ，Centor 创立 的 集合 论 为 此 提供 了 有 育 力 的 工具 ， 
MPFrechet、 了 了, Hawusdorff、f 。Riesz 等 著名 的 数学 家 利 
用 公理 化 的 方法 ， 分 别 从 不 同 的 角度 建立 了 抽 锭 空间 的 理论 ， 
从 而 形成 了 点 集 拓扑 学 。 具 有 高 度 和 概括 性 的 括 扑 学 是 现代 数学 
的 基础 之 一 , 它 的 结果 已 经 为 许多 数学 分 支 所 利用 ,掌握 点 集 拓 
扑 学 的 基本 理论 ， 对 于 从 事 数学 各 学 科 的 研究 是 必 不 可 少 的 3 
对 于 从 事 数 学 教学 的 教师 来 说 ， 了 解 点 集 拓 扑 学 的 观点 和 方法 
也 同样 是 十 分 重要 的 。 

我 国 第 一 本 夫 门 论述 点 集 拓 扑 学 的 著作 是 [ 基 苹 豆 | 先 生 
1956 征 编写 的 “拓扑 空 概论 "，1978 年 初 闫 先生 来 信 希 望 我们 
协助 他 改写 此 书 , 或 另外 新 编 一 本 能 适应 现代 数学 发 展 的 书 。 我 
们 未 能 在 关 先 生生 前 完成 此 嘱 ， 对 此 我 们 次 了 感 内 闹 。 我 校 杨 永 
芳 教 授 自 4 年 代 起 就 从 事 点 集 拓扑 的 研究 与 教学 ， 他 生前 为 出 
版 一 本 适合 我 国 实 际 情 况 的 教 烤 做 了 大 量 的 工作 ,但 终 因 过 早 
谢世 而 未 能 好 愿 。 千 年 动乱 以 后 ， 我 们 重新 开 攻 了 这 个 课 竹 并 
编写 了 一 个 讲 尽 。 这 本 讲义 在 校 岂 外 先后 全 用 过 五 期 。 昕 取 了 
多 方面 的 宝贵 章 见 ， 我 们 曾 做 了 两 次 较 大 的 修 尽 ， 成 为 现在 这 
个 样子。 

这 环 沁 我 们 是 把 它 做 为 大 学 必修 课 的 教 村 来 编写 的 ， 本 普 


了 


省 而 精 的 原 划 进行 了 选 烤 ， 蒂 强 它 既 包 括 点 集 拓扑 学 最 基本 的 
结果 ， 叉 能 适当 反映 现代 态 集 拓 扩 学 的 发 展 ， 此 外 还 考 虚 到 适 
册 我 国 目前 的 教学 实际 。 例 如 ， 做 为 准备 知识 ， 我 们 较 多 地 介 
绍 了 杆 素 集 论 的 内 容 和 方法 : 根据 近年 米 点 集 拓 扑 学 的 发 展 ， 
适当 地 选择 了 拓扑 空间 势 功 数 的 一 些 结果 ， 等 等 。 当 然 ， 点 钊 
拓扑 学 中 还 有 许多 重要 谋 题 ， 例 如 ， 仿 紧 性 、 紧 化, 一致 空 
闻 、 维 庆 理 论 等 在 这 本 书 中 我 们 未 能 涉及 ， 我 们 把 它们 放 在 另 
一 本 为 选修 课 编 写 的 教材 中 。 我 们 遵循 的 第 二 个 原则 是 ， 内 容 
的 叙述 村 自然 ， 尽 力 合 点 集 拓 扑 学 的 高 度 抽象 的 观点 与 方法 变 
得 直观 易 甸 ,例如 在 介绍 拓扑 空间 定义 之 前 ,所 了 一 节 来 介绍 欧 
册 里 得 室 间 ， 这 不 仅仅 是 因为 吹 几 里 得 空间 是 拓扑 空间 概念 的 
发 源 地 ， 而 更 重 睹 的 站 为 读者 在 头脑 沾 建立 一 个 拓 盾 空间 概念 
的 旧 观 模型 ， 拓 扑 空 问 的 许多 和 室 念 都 可 从 这 个 模型 中 找到 产生 
它们 的 直观 普 景 ， 很 多 著名 的 反例 部 是 在 欧 几 蛙 得 空间 基础 上 
改造 币 或 的。 另外， 行书 中 我 们 选用 了 大 量 的 例子 和 反例 ， 我 
位 感到 搞 浅 楚 这 些 例子 旬 友 全 不 仅 是 其 深 埋 解 抽象 概 念 的 重要 
途径 之 一 ， 弄 旦 会 使 纯 理 论 的 学 习 变 得 生动 活 小 。 

志 中 有 部 分 结果 的 证 明 是 留待 读者 完成 的 ， 每 一 章 后 面 都 
附 有 数量 不 多 的 练习 题 ， 较 困难 的 习题 注 有 《“《2 号 ， 这 些 习 
题 经 过 -一 定 努 力 都 是 可 以 完成 的 ， 读 者 务必 有 动 平 做 一 下 。 

本 书 在 编写 过 程 中 ， 承 蒙 江 泽 洱 先生，| 闫 埃 直 | 先生 的 总 
励 和 关心 ， 得 划 西 北大 学 数学 系 以 及 许多 同志 的 支持 和 帮助 ， 
谎 此 致谢 。 

节 中 ， 难 免 有 许多 不 足 之 处 ， 尚 祈 谈 者 不 音 指 教 。 
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第 一 章 ” 集 论 初 步 


集合 论 是 近代 数学 的 基 珊 ， 它 与 -一 般 括 扑 学 关系 极 为 密 
苏 。 在 一 般 拓 入 学 创建 阶段 ， 集 合 论 和 拓扑 学 几乎 是 不 加 区 分 
的 。 在 一 般 拓扑 学 的 整个 发 展 中 ， 始 终 保持 了 与 集合 论 的 密切 
联系 。 本 章 介 绍 杆 素 集合 论 的 某 绎 主要 结果 和 思想 方法 ， 学 握 
这 些 知 识 和 方法 是 学 习 一 般 拓 扩 学 必 不 可 少 的 ， 对 近代 数学 其 
它 分 支 的 学 习 也 大 有 神 益 。 


$31 集合 的 概念 


“集合 ”二 字 在 数学 中 作为 一 个 最 基本 的 数学 概念 ， 难以 
各 用 其 它 数字 概念 来 定义 ， 姑 且 就 当 作 “总体 ”去 理解 。 每 当 
我 们 把 一 些 事 物 作 为 一 个 总 体 来 考虑 时 ， 这 个 总 体 就 称 作 一 个 
合 。 数 学 中 经 常 沪 此 各 种 各 样 的 集合 ， 例 如 ; 具有 某 种 福 质 
的 数 的 保全 县 有 某 种 性 质 的 图 形 的 集合 : 满足 一 定 条 忻 的 话 
数 的 集合 ; 某 些 集合 的 集合 : ……. 和 集合 也 简称 集 ,组 成 集合 的 
事物 则 是 作 集合 的 元 素 ， 或 叫 元 、 点 。 当 * 是 集 4 的 元 时 ， 表 
示 作 xE 4 否则 表示 作 x A， 对 于 给 定 的 4 与 给 定 的 x 来 说 ， 
* 是 否 是 4 的 元 应 该 是 确定 的 ， 即 是 说 , 或 者 有 xEA4， 区 其 
有 x 全 4， 二 式 之 中 必 有 旦 仅 有 一 式 成 立 。 自 然 地 ， 当 集 4 与 
梨 呈 所 含 元 素 相 同时 ， 我 们 应 该 认为 4 与 召 是 同一 个 集合 ， 记 作 
忆 = 卫 。 随 着 集合 押 含 元 素 是 有 限 多 个 或 非 有 限 多 个 ， 我 们 分 
» |+* 


别称 作 有 限 集 或 元 限 集 。 

给 定 一 个 集 ， 就 是 给 定 它 所 含 的 元 素 。 竺 殊 情 形 下 ， 我 们 
可 以 采用 办 列 出 它 的 全 部 元 素 的 办 法 。 例 如 10 以 内 素数 的 集合 
可 以 表示 作 12，3，5，7} 5 代数 方程 z: -3z4+42=0 的 根 的 
集合 就 是 1，2 上 。 但 这 种 办 法 并 非 总 蚌 可 行 的 。 一般 情况 
下 ， 几 xz :wz) 上 的 形式 来 给 定 一 个 集合 ， 其 申 v 是 确定 的 
条 件 《 性 质 ) ,q(x) 表 示 z 满 让 条 件 w， zsotz) 上 就 表示 满足 
条 件 2 的 所 有 事物 组 成 的 储 台 。 例 如 10 忆 内 索 数 的 集合 就 是 
17 :7 是 素数 并 且 z<101 ， 代 数 方 程 x: 一 3x +2=0 要 的 集合 
残 是 {zsz 一 3rrt2=0+。 又 如 14109398 是 自然 数 上 就 是 自然 数 
集合 ，1 :8 是 以 fo 的 为 定义 城 的 实 值 画 数 上 就 是 所 有 有 定 尺 
在 闭 区 间 [5o， 的 上 的 实 值 函 数组 成 的 合 合 .我 们 特别 把 不 含 任 
和 何 元 素 的 党 合 记 作 作 , 叫 空 集 。 

关于 集合 这 个 概念 ， 我 们 此 让 于 介绍 的 这 种 直观 而 和 补 专 的 
解释 ， 来 自 集 合 论 的 创始 人 、 德 国 数 学 家 G，Ceantor (1845 一 
1918》 。 应 该 指明 ， 这 种 解释 本 瘟 已 经 耻 含 了 逻辑 上 的 卡 病 ， 
通常 间作 “ 悖 论 ”。 

下 面 介绍 的 是 著名 的 罗素 悖 论 Ceaussell's Parador)》 ， 

设 S 表 示 不 以 白 汲 为 元 案 的 集合 的 总 体 ， 即 5 = 1z:zE 
2 了- 依照 Cantor 的 说 法 ，5 是 一 个 集 。 我 们 自然 会 提出 一 个 
问题 ，S 这 个 集合 是 否 属 于 S 呢 ? 结果 我 们 将 在 到 ， 无 论 答 案 
是 什么 部 免不了 出 现 帮 盾 。 首 先 ， 设 SES， 册 于 S$ 不 满足 集合 
S= 1 ztzEx|} 的 条 件 ?， 推 出 S$ ES， 与 所 设 矛盾 ， 共 次 , 设 
$ eS ， 于 是 9 满足 条 件 p， 推 出 $ES， 仍 然 与 所 设 矛 盾 。 

为 了 避免 这 种 远 辑 上 的 兽 病 ， 我 们 只 朋 上 一 条 规定 ， 集合 
不 得 以 崩 瘟 为 元 吉 。 

。 2 。 


三 了 这 菏 规 定 ， 一 名 集会 的 总 体 焉 不 有 是 党 合 了 。 从 而 
1 XxEz 也 不 再 是 华 合 了 。 

罗 染 停 党 的 发 现在 历史 上 性 一 度 给 集合 沦 的 发 展 带 玉 过 危 
风 二 十 记 纪 以 来 、 公 理 集 合 沦 的 建立 克服 了 补 素 集 论 的 不 

。 但 是 村 于 我 们 的 识 程 求 说 ， 目 前 所 必需 的 只是 补 素 集 论 的 
ni 和 和 方 流 :。 


3 2 于 集 、 集 的 运算 


定义 1 ”如 系 集 寻 35 宛 素 部 是 僻 呈 的 元 案 ， 侧 称 44 是 号 的 子 
保 ， 记 千 .1B (AD) ， 读 #4 包含 于 BY ，ACB 也 可 以 
下 示 为 8 刁 4 (到 3 ， 谈 J 包含 4 ， 

疆 加 ， 当 三 8B 国 时 A 夺 B 时 ， 称 .4 是 8B 的 直子 集 。 

容易 必 帅 4B 同时 有 4 培训 等 价 王 A=B。 这 一 简单 的 素 
尖 令 后 在 判定 两 个 谨 合 号 次 相等 时 会 经 常用 到 。 此 外 ，。 空 集 六 
应 该 是 每 -一 个 集合 的 卫 尝 :每 一 个 集合 中 自 肯 为 子 集 。 

定义 2 ” 设 4、8 是 两 个 集合 ， 我 们 把 由 .A 中 一 切 元 素 与 8 
申 一 切 元 素 组 成 的 集合 里 作 .4 与 召 的 并 ， 记 为 4 有 部 

AU B= lz17rEARBrED 1. 

A 有 的 元 素 组 成 的 集合 吊 作 A 号 8 前 交 ， 记 为 

ANMB, RF 
na 1 zzE A 同时 XE BT， 

两 个 集合 汐 并 与 交 可 以 用 图 来 示意 《 因 中 有 笠 钱 部 分 各 自 

A BGANDY., 


显然 ， 并 与 交 这 两 种 运算 满足 交换 律 、 结 合 律 以 及 分 配 
律 ; 
交换 律 。 AU B= BU .4 
ANB=BNA 
结合 律 CAU BY UC= AU (BUC) 
ANB) NC=AN CONC 
分 配 律 AN BU = CANBY I CANC) 
AU BNCY = CAUBY N CAUC) 
一 般 情 形 下 ， 设 有 一 族 集 合 { 4; + iE1 上 +， 其 中 1 可 以 是 
有 限 集 也 可 以 是 无 限 集 。 我 们 把 集合 
UTCE7T = 1x: El, Ed 
叫 作 集 族 1 Ai + 1ET14 的 并 。 
把 集合 
用.4TET t= {rviel, reAit 
叫 作 和 集 族 { 4 FE 的 交 。 
例如 
4。= 124 2 是 实数 ， 并 且 |z| 之 并} 


于 是 
站 A441nENT = 101 其 中 心 代表 自然 数 集合 。 
B= 1f+Z 是 实数 ， 并 且 0<z<< 二 上 
二 


于 是 “~ / 
N18,1nEN} = 多 或 写作 0 B.= 多 ， 
若 {n} 是 自然 数 n 组 成 的 单元 素 集合 ， 于 是 
U {n}=N, 
定义 3 ” 设 4、B 是 两 个 集合 ， 我 们 把 属于 8B 而 不 属于 A 的 
元 素 组 成 的 集合 叫 作 kB 与 4 的 葵 ， 记 为 8~ 4 《或 B\4) 即 
B- A= {rz:rEBIHY rEA}. 
将 别 ， 当 4 是 B 沟 子 集 时 ，B 一 4 川 肯 4 《在 中 ) 的 祭 


差 与 余 集 可 以 图 示 如 下 


容易 置 出 ，B 一 4=8B~ (4 人 MB)。 此 外 ， 当 4 是 的 子 集 
时 ，.A 的 余 集 是 ~ 4， 同 时 X- 4 的 余 集 是 4，。 
守重 要 的 有 如 下 运算 法 则 ， 
De Morgan 公开 
4- NA.= UX-A). 


一 U A= Ni- A, 
"iT iEl 


共 中 可 以 是 有 限 集 也 可 以 是 无 限 集 。 这 两 个 式 了 是 我 们 
部 9 要 


以 后 经 常 要 用 的 。 它 们 可 以 简 述 为 交 的 差 等 于 差 的 并 并 前 差 
等 于 差 的 交 。 现 在 仅 以 第 二 式 为 例 ， 证 明 如 下 ， 
因为 zEX-U A137E XX 间 时 xEE U4 即 z 捷 让 同 六 
1 1 1 - 
rz 扎 丰 一 个 人 Ai，iEJ， 

”注意 到 xE 六 同时 x A, 就 是 ?二 4 ,的 意思 。 因 此 2EE 
和 dzE 每 一 个 (天 -4 ti 了 。 即 7ZE 朋 (人 一。 
第 二 式 得 证 。 

” 最后， 我 们 讨论 一 下 单调 的 集 序列 。 集 序列 

Mi My ,Me 
递减 的 《严格 递减 和 的》， 是 指 对 一 切 自 然 数 n， 己 有 他, 二 
村 递增 前 《严格 递增 的 》》， 是 捐 对 
i 切 里 然 数 并 4 包 有 前, 二 开放 , 宇 时 41) 成 阅 。 、 
对 于 递减 的 集 序列 {M 。sn= 1;2…… 上 来 说 ,着 { Mn 
1= 1，2-…… 是 其 任意 一 个 无 限 子 列 ， 则 有 
DM. NM, 
而 对 寺 递 增 的 保 序 列 来 说 ， 则 有 
UM U MM,., 
证 明 留 给 读者 自行 练习 。 
$3 势 、 可 数 势 
站 有 限 集 的 场合 ， 以 一 一 对 应 为 基础 ， 建 立 了 “个 数 相 


等 的 概念 。Canior 的 功 锁 之 -一 就 在 于 他 坚持 了 一 一 对 应 这 
日 f 时 


个 原则 ,使 “个 数 相等 ?的 概念 合理 地 推广 到 无 限 集 的 场合 ,为 
了 真正 了 人 解 这 种 推广 的 加 想 脉 络 ， 我 们 不 妨 先 回 到 有 限 集 的 场 
合 。 训 4 与 如 是 两 个 有 限 集 ， 《比较 4 与 召 所 含 元 素 的 多 少 ?” 是 
什么 意思 呢 ? 就 是 从 一 一 对 应 的 角度 米 看 有 4 与 8 的 关系 。 当 有 4 
与 妃 可 以 一 一 对 应 上 时， 就 说 4 与 召 所 含 元 束 个 数 相 等， 否则 就 
是 不 相等 。 在 不 相等 的 情况 下 ， 若 4 与 8 的 荣 个 真子 集 87 可 流 
一 一 对 应 ， 就 说 4 的 元 素 少 而 中 的 元 束 多 。 形 象 地 说 ， 在 有 限 
集中 部 分 少 于 整体 。 注 意 到 偶数 集 {2， 4 6 和 …20 虽然 
是 自然 数 集 {f 1，2，3， } 的 真 于 和 集 ， 俱 二 者 之 间 
却 可 以 建立 一 一 对 应 。 显 然 “部 分 少 于 整体 ”对 无 限 集 来 说 是 
失效 的 。 
定 愉 4 期 果 集合 4 与 召 之 间 和 存在 一 一 对 许 ， 巾 称 .4 与 召 对 
村 。 凡 是 对 等 的 集合 ， 我 们 称 它们 共有 想 局 的 势 或 说 4 与 B 的 
基数 相 阅 。 从 4 的 涩 记 作 | 女 |、 于 是 4 与 8 对 等 就 表示 为 14 [= 
Bl。 
空 集 的 势 用 0 来 表示 。 即 ,中 1=0。 
#!《 上 自然数) 个 元 素 组 成 的 集合 的 势 就 用 ?来 表示 。 
虽然 数 混 训 的 势 用 表示 《〈S 是 希 伯 菜 文 第 一 个 字 
母 ， 读 .Alief) 。 凡 起 势 为 SS 的 集合 都 叫 可 数 雹 限 你 。 例 加 | 
自然 数 集 入 = 1，2,， 8} 
奇 洲 集 二 1，3，5，… 21 一 1y er } 
完全 平方 数 集 才 1s 4, 9， “0 日 2 ， 让 } 
过 数 集 42， 3， 5， “oD “te 
等 ， 都 是 可 数 无 限 集 。 
实数 集合 (-oo，+o0) 与 它 的 一 个 焉 子 集 (-1，+1) 是 对 
等 的 ， 共 一 一 对 应 可 以 图 示 旭 下 ， 
s7. 


其 中 〔-oe，*+ce) 中 的 点 a 对 应 arE (-1， +1) 。 
我 们 自然 还 可 以 取 f(z) = 之 arc fgz，zE 《〈-co，*eo)， 或 


g(z) = 了 FTE 2zE(-co，*+co) 等 种 种 不 同 的 一 一 对 应 。 


我 们 以 后 把 有 限 集 与 可 数 无 限 集 统称 作 可 数 集 。 不 久 我 们 
就 会 知道 ， 实 数 集 是 非 可 数 和 的。 下面 对 可 数 集 进行 详细 的 讨 
论 ， ” 

由 于 任何 一 个 可 数 无 限 集 合 .4 与 自然 数 集 而 是 可 以 一 一 对 
应 的 ， 主 是 借助 随意 一 个 一 一 对 应 j + 和 一 2 A， 就 可 以 把 4 中 
元 素 排 成 一 个 无 根 序 列 

Qiy Gas ry Ge 
所 以 令 后 谈 到 可 数 先 限 集 时 ， 我 们 不 妨 就 宜 接 给 成 序列 ae 
n= 1 2 } 的 形式 。 

定理 1.1 癌 数 集 的 子 集 是 可 数 集 。 

证 明 ” 当 可 数 集 是 有 限 集 时 ， 结 论 是 显然 的 。 以 下 我 们 仅 
就 4 是 可 数 元 限 集 

Qs gas “rs Gap ee (1) 
移 情 形 证 明 .A 的 子 集 或 是 有 限 集 ， 否 则 就 是 可 数 无 限 集 。 
设 4! 己 4， 而 且 ant 是 (1) 中 第 一 个 属 和 守 A! 的 元 素 ，4a,: 
68. 


-一 ”人 - 


起 第 二 个 属于 4 的 元 素 ， 等 等 。 仅 省 两 种 可 能 ， 其 一 ， 有 限 
个 as 之 后 《1) 中 不 再 有 属于 4 的 元 未， 否则 将 存在 由 4 的 
元 素 组 成 的 光 限 序列 
oo， 上 Qn, ps Gok pte 
此 时 A 是 可 数 无 限 集 。 
[证 完 ] 

上 述 证 明 还 可 以 不 类 一 般 性 地 仅 就 自然 数 集 - /的 子 集 NV! 来 
证 明 。 当 六 /有 最 大 元 时 ，VN' 是 有 限 集 ， 否 则 NW ' 是 入 的 活 限 子 
序列 ， 从 而 是 可 数 光 限 集 。 

定理 1.2 可 数 个 可 数 集 的 并 是 可 数 集 。 

证 明 这 里 仅 就 A,， .zy i A …… 是 可 数 无 限 多 


个 互 不 相交 的 可 数 无 限 集合 的 情形 ， 证 明 4 = U 4, 是 可 数 
无 限 集 。 无 妨 认 为 4, 各 自已 经 排 为 序列 形式 


A = { Oilis Oissy whi ls 时 时 中 本 申 中 } 


4; = 1 他 3 1 dr rs } 
A, = t Qnmir Onis "yp Unes "i 


我 们 把 ce, 的 酚 个 标号 mm 之 和 本 +n 作 os。 的 高 , 按 下 述 
方法 对 4= 了 4 中 的 元 素 加 以 排列 ， 高 不 相同 时， 高 小 者 排 
在 闻 ， 高 相同 时 ， 第 一 个 标号 小 者 排 在 前 《这 种 排列 方法 可 以 
形象 的 四 作 “对 角 线 方法 ”》 。 几 

Gis Ciss Gls Gras Orar Titp *'"? 
于 是 -4 的 全 部 元 素 排 成 了 无 限 序列 ， 所 以 4 是 可 数 无 限 集 。 
当 请 二 , 辣 有 相同 的 元 素 时 ， 可 以 先 去 掩 重复 出 现 的 元 素 ， 
+ 


一 


技 妥 新 的 集合 
A As = As As— CAV ADs 1 A OAD 
进行 排列 。 紫 对 新 的 集 序 列 与 原 庆 的 集 序 询 
Ai, As, Ass 1 Aey 
有 同一 的 并 。 
[证 党 ] 

定理 1.8 每 一 个 无 限 集 村 必 包 含 一 个 可 数 无 限 子 集 4( 可 
以 绒 求 4 是 真子 集 ， 甚 至 要 求 余党 凡 -~ A 仍 是 无 限 集 》。 

证 明 ”因为 并 是 无 限 混 ， 所 以 虹 中 至 少 有 一 个 元 素 ef ,并 
且 季 -fa 了 仍 是 无 限 集 ， 王 是 又 有 asEaM-{fe 使 每 形 
— {a es } 是 无 限 集 ， 一 般 来 说 ， 范 已 取得 衣 中 的 元 素 q1， 
Gas9 9 Gn9 再 时 由 于 半 一 gi， ec ""， 0 上} 是 无 限 集 ， 
所 以 及 有 ov GE 人 邮 -fo ao cs， 如 此 步 双 可 以 一 直 
继续 下 去 ， 说 明 存 在 无 限 序 列 

10 
其 中 a 是 性 中 鸭 、 彼 此 互 不 家 网 的 元 素 。 

本 
显然 4 是 必 的 可 数 无 限 子 溪 ， 并 且 是 其 子 梨 。 

而 令 

= {a3sn 是 避 然 数 } 
那么 4 不 但 是 型 的 可 数 无 限 真 子 华 ， 并 且 满 足 对 -~ A 是 无 限 集 
的 要求 . 

| 《证 完 〗 

定 通 1.4 亿 型 是 非 可 数 集 ，-4 是 好 的 可 数 子 集 ， 则 妈 与 

M -~ 4 对 等 。 z 
» 10 。 
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证 明 ”区 先 知道 地 ~ 4 是 非 可 煞 集 《否则 将 由 上 最- 4 以 及 
A 的 可 燥 注 推出 时 是 二 效 举 )， 依 据 定 型 1 ,3， 相 在 可 数 无 限 集 
二 证 - 4， 于是 

NM= A BUEW -= CA B)Y, 
MN-A=BUCM-CAU BY. 
因为 4U 8B 与 5B 都 是 可 涩 无限 集 ， 存 往 一 一 对 记 7: AUB 
一 一 人 
全 
fr), EE .AI BUY, 
Fr)= 
zz, rEM- {A BY, 
如 此 主 大 光 下 名 守 二 与 证 一 光一 一 村 应 。 因 于 入 5 王 守 一 4 
对 等 。 
[证 党 

综合 定理 1,3 与 写 提 1,4， 我 们 就 得 出 一 个 结论 : 任何 无 限 
集 必 与 其 日 车 某 个 真 了 集 对 等 。 这 一 特征 正 是 无 限 集 区 别 于 有 
眼 集 的 本 质 。 

利 六 前 证 一 系列 的 定理 ， 我 们 不 难得 出 下 列 结 时 ， 

《1》 所 有 自然 数 对 的 保 合 { (fo 站 :om 9E 语 是 可 数 
集 。 

C2) 省 理科 保 站 可 数 华 。 

C30 7 党 欧 氏 空间 中 一 切 在 还 下 之 华 全 可 这 倍 ， 

C1) 有 理 系 数 打 多 奈 臣 之 生 在 可 效 形 。 

《5) 信 数 数 集 合 是 可 数 储 。 


3 4 势 的 帮 校 


由 前 一 当 哆 讨论 我 们 已 经 知道 ， 势 的 概念 是 用 限 集 元 素数 
"1]lr 


nr = 一 一 


其 概念 的 扩充 。 数 量 的 基本 性 质 之 一 是 可 以 化 较 大 小 ， 两 个 数 
量 ， 计 人 么 相等 ， 要 么 一 个 大 于 另 一 人 个。 因此， 我 们 很 月 然 地 会 
想到 势 的 比较 问题 。 

设 4 与 8 是 结 定 的 两 个 集合 ， 从 逻辑 上 讲 ， 只 有 证 列 四 种 
情形 : 
《1)》 4 与 8 的 某 个 子 集 8' 对 等 ， 供 8 不 与 .4 的 任何 子 集 对 

$ 

《2》 上 8B 与 4 的 某 个 子 集 A' 对 等 ， 但 4 不 与 8 的 任何 子 集 对 
等 
(3) 4 与 的 某 个 子 集 8’ 对 罕 , 同 于 3 与 4 移 半 个 子 集 4 
洒 等 3 . 

《4) 4 不 与 8 的 任何 子 集 对 等 ， 同 时 旦 不 与 4 的 任何 子 集 
对 等 。 

在 1》 的 情形 下 ， 我 们 称 .A 的 势 小 于 8 的 势 。 赈 示 为 | 4| 
之 18| 。 自 然 在 情形 (2》 就 应 是 18| < 之 | A1。 在 情形 (3) ， 
我 们 将 证 明 |A4| = [Bl1。 对 子 情形 (4)》 的 讨论 ， 我 们 遗留 在 
选 泽 公理 之 后 进行 ， 那 时 将 指出 情形 〈4) 事实 上 是 不 可 能 出 
议 的 ， 从 而 知道 势 是 可 以 比较 的 ， 搁 言 之 ， 两 个 亿 合 要 么 势 相 
等 ， 和 要么 一 个 的 势 比 另 一 个 大 。 

定理 1,5 (Bernstein》 设 .A 与 B 前 共 个 于 集 B8' 对 等 ， 同 
时 如 与 .4 的 某 个 子 集 4! 对 等 ， 则 .4 与 8 对 等 。 

证 明 因为 当 B'=B (或 4'= 人 时 ,定理 结论 显然 成 立 ， 
所 以 我 们 无 妨 限 定 8'、A!' 都 是 真子 集 。 设 

f1 : 4 一 -> 旦 /生理 
站: 2 一 一 A! 守 4 

都 是 一 对 一 和 的 。 了 于 是 


2* 


六 4 一 全 4 = of [CAICA! 
ek 
在 加 是 已 妇 丫 为 : 已 知 / 二 A' 二 A1， 六 A 与 41 间 有 一 
i 欲 证 存 立 4 到 4 上 的 一 一 对 应 。 
为 了 叙述 鹤 便 起 见 ， 我 们 把 4、A' 分 别 记 作 A, 与 4!, 并 依 


A,r1= fA,), A! mL = /EA’,), 所 一 0, 1 ， 2 


定义 
fx), rEA.- A", 时 ， $= 人 , 1,2, i 
gc =| 
ws 其 记 z。 
由 于 gg 把 A 一 As， Ai-A', A,— A:, tres 依次 一 对 一 
地 映 成 了 41 Ai， .一 A’, A;— "ng 而 在 其 它 点 gtx} 


三 3， 所 以 9 就 是 4 与 Ai 间 的 一 一 对 Wo 示意 图 如 下 ， 


DBerristein 定理 即 是 说 由 [Ai 志 18| 和 |.4| 关上 二 :推出 
[Al=]8|。 
水 加 我 们 对 势 的 比较 问题 已 经 作 了 一 些 讨 沦 ， 要 化 得 这 番 
» + 


讨论 育 冲 意义 ， 应 该 和 证实 不 民 的 泡 限 费 是 李 在 约 。 下 面 的 定理 
直 但 各 诉 我 们 不 记 的 元 请 势 是 存 存 的 ， 而 月 告诉 我 们 ， 对 任意 
一 个 集合 区 ， 都 有 势 污 | 廊 | 的 集合 ， 即 存在 任意 大 的 势 。 

定理 1.6 设 光 是 任意 一 个 集合 则 | p(X)}! 汗 | 让 ， 其 
中 (站) 是 广 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 。 

证 明 ”由于 单元 素 集 人 育 {1z } ,xE 革 ， 都 是 p(X) 的 元 素 ， 
所 以 | 天 | 区 由 (人 让， 为 了 证 明 ] 六 | 头 | pl 六) |， 我 们 采用 反 证 
法 。 

假设 1] 及 | =1p(X)，f 是 站 与 p(X) 间 的 一 一 对 应 。 邻 

M= {rEX1rEfr) 下 。 

目 然 好 应 该 是 某 个 中 毛 革 的 像 ， 即 12*) = 上 放 ， 于 是 xz" 应 
该 或 者 洪 足 条 件 G》z* EY， 否则 满足 条 件 (ii)x" 台 村 ,但 
事实 上 由 (i) 推出 x* EfCx'), 蔬 屠 ; 由 (ii) 推出 x*EM,， 
也 蔬 盾 。 说 明 | 戏 [=| p(X | 不 可 能 ， 帮 1X) 之 [p(X) | 


$35 关 系 


“关系 "二 字 在 已 往 的 学 避 中 多 次 使 用 过 ， 如 实数 之 癌 的 大 
小 关系 , 集 人 台 之 间 的 包公 关系 ,通常 所 谓 的 国 烙 关系 ， 等 笑 。 到 
底 什 么 是 “关系 ”? 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 从 集合 的 观点 出 发 来 
描述 这 一 焰 念 ， 同 时 着 芷 地 讨论 也 类 常用 的 关系 。 
设 广 是 一 个 集合 ， 任 取 革 的 元 素 & 与 志 取 成 有 序 对 子 as 
6b) ， 时 字 偶 。 基 市 sa 加 《ec，p) 的 第 一 符 标 ，bN 第 二 坐标 ,对 
于 两 个 序 偶 (a,， D5) 与 《ca7，67) 来 说 ，(e，D) = 《a7， 训 7) 当 
» 14， 
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旦 仅 当 a= ea'、a= :同时 成 立时 。 
由 皮 人 组 成 集合 ， 科 们 统 和 作 关系 。 确 如 地 说， 尖 
中 是 一 全 集合 ， 它 的 元 素 是 以 基 迄 的 元 束 为 华 标 的 序 储 ， 则 称 
RR 是 中 的 个 关系 。 信 
用 XI = (YE 有 YE 
上 时 攻 夫 与 节 向 这 科 。 那 么 煌 请 六 显 由 的 一 个 区 系 ， 即 指 到 它 
六 多 式 ， 

Co， 6 是 甘 系 民 的 一 个 
元 楷 ， 除 去 通 各 的 表 示 《a， 
b) EK 外， 我 们 巴 党 证 写成 
ohb, 


pi 那么 辕 口 
; 于 人 表 了 “二 
了 > ， ， 了 各 无 阴影 部 分 代表 的 是 通常 的 《< 关系 ? ， 对 角 线 和 
代表 关系 ? ， 多 四， 世 1= TI 了， 五。 
= { (rx， 22y=sinY 也 部 各 骨 是 王 中 的 ， 征 此 不 胡 河 的 基 
系 。 特 别 和 xx 失 本 圭 也 是 一 个 鞠 系 。 

吏 在 我 们 介绍 关系 的 运营 沁 及 一 些 简 单 的 运算 法 则 ， 

一 、 关 关系 

设 忆 是 集 六 中 的 一 个 关系 。 我 们 把 

Rism {0h, a): (la, ER 

由 作 玉 时 游 。 

容易 香 出 ，R" 1! 是 外 中 的 一 个 关系 。 如 时 我 们 把 集合 {a 
1 (Q， 拉毛 瑟 间作 大 的 定义 域 ， 把 {bb (a，D)E 中} 叫 作 R 


= 
i 
| 
痕 
寺 
或 
可 > 
co 
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揭 值 域 ， 那 么 如 -的 定 尺 域 正 好 是 尺 的 值 域 , 而 六 -1 的 值 域 下 是 
有 的 定义 域 。 从 直观 示意 图 上 来 看 ， 因 为 《ay， 卢 和 他 ，e) 关 
于 对 角 线 是 对 称 的 ， 所 以 R 与 证 "! 就 是 于 x 六 中 关于 对 角 线 明 
对 称 的 古 个 子 集 。 此 外 ,也 容易 推出 CR-1) 1= 开 当 4, 8B 都 
是 站 的 子 集 时 ，(AxB)*:=BxA。 
二 。 和 复合 关 条 
做 下 、” 都 是 各 中 的 关系 ， 我 们 把 
下 ={T(a te: 存 竹 bEEXCa 了 ER, (b, ce) 到 
S } 叫 作 R 和 S$ 的 复合 。 
(a，c) 各 9S。 及 ， 可 以 理解 为 六 中 的 点 oe 通过 的 作用 变 
到 于 中 的 某 一 点 6， 而 b 又 通过 S$ 的 作用 变 到 <. 
一 般 来 说 ，S。 玉 寺中。S， 即 关系 的 复合 运算 不 满足 交换 
律 。 例 如 ， 玉 = 【1 2 ,99= 01 此 时 3。 五 = 涪 ， 
而 尺 。S= { (0，2) } 。 
我 们 可 以 证 明 关 系 的 复合 运算 满足 结合 律 ， 即 
To (Se R= (To。S)eR 
这 是 因为 当 (a，86) ET 。(S。 有 同时 ， 就 推出 存在 GE 蔷 使 
得 (a,d)ES。 RR，{td,，4》 ET 进而 推出 存在 c 总 六 使 得 Ca， 
c) ER (esd)ES, 又 有 (db)ET, 所 以 (a ET eS). 
及 。 反 过 来 推导 依然 成 立 。 从 而 说 明了 。(S。 忆 和 (T 。5S)。 
RR 是 相等 的 。 
此 外 ， 等 式 
(S »。 RP)"1= R10oS-! 1 
成 立 ， 其 证 明 留 给 读者 自行 练习 。 
三 、 设 尺 是 售 合 二 中 的 一 个 关系 ，cE 各，4CA， 我 们 念 
R(W= {b: (a, WER}, 
+16+ 


岂 作 点 在 关系 天 下 的 像 。 
re 
REA] = {5b: 存在 aE A，{a, b}ER}， 
叫 作 和 集 .4 在 关系 下 的 像 。 
显然 
RL.AY = U, Era 


此 外 取 像 这 种 运算 满足 下 列 法 则 
(5 °o LA = SCRCAD 
ft AiI= YU RCA,Y 

ie1 EI 
RCAC NACAY 
at 中 了 


证 明 从 赂 ， 访 读者 目 己 补充 。 

最 后 我 们 米 介绍 几 类 常用 的 关系 : 

《一 ) 恒 等 关系 

集 卸 上 上 的 恒 等 头 系 和 是 指 

A= { (rr) :rEX}, 

《二 ) 目 反 关系 

如 果 于 是 所 中 的 一 个 关系 ， 并 且 满 足 条 件 民 一 A， 那 么 民 
就 电 作 革 上 的 一 个 自 反 美 系 。 

《三 对 称 关 系 

当 其 系 玉 满足 条 和 侍 员 = 枣 -1， 即 对 任意 的 《ac， 上 所 枣 恒 有 
《py 2) 所 只 拟 开 时 ， 称 环 是 对 称 的 。 

《四 )》 传递 关系 

当 美 系 尼 满 中 条 件 六 。RCR， 有 好 对 任意 的 (a bY 、(5， 
5c) EK 乌有 la， 6)ER 成 立时 ， 称 RR 是 传递 的 。 
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《五 ) 等 价 关 系 

如 果 丰 中 的 关系 同时 具有 自 民 性 、 对 称 性 和 传递 性 ， 那 
么 只 就 是 作 二 上 的 一 个 等 价 关 系 。 

等 价 关 系 是 一 类 重要 的 、 非 常 有 用 的 关系 。 当 天 是 款 上 的 
等 价 关系 时 ， 我 们 把 疼 中 形 如 RCz) 的 于 和 集 叫 作 等 价 类 。 显 见 
rE ROT), X= RT) ZEA }. 此 外 ， 我 们 不 难 证 明 : 
任意 两 个 等 价 类 R(X) 与 RCy)， 或 者 R(X) = RCY)， 否 则 RR(2) 
RGY) = 网 。 这 是 因为 , 若 zE RCT) RCOy) ,那么 就 有 (x，2) 
ER，《y，2)E€ RR， 根据 R 的 对 称 性 和 传递 性 推出 (X，#) EE 
玉 ， 进 而 既 能 推出 R(x) 忆 RC(y)， 又 能 推荐 ROE) 和 二 RCy)， 所 
以 RRCXY) = R(Y)。 我 们 以 等 价 类 作 元 素 ， 就 构成 了 一 个 新 的 集 
合 s 。 此 时 .x 就 是 一 个 以 六 的、 彼此 不 相交 的 、 非 空子 集 为 
元 素 的 集 族 ， 并 且 使 得 和 = U { A; AE wr }。 我 们 把 这 样 的 
集 族 .xr 叫 作 夺 的 一 个 分 解 。 那 么 给 定 了 污 上 的 一 个 等 价 关系 
呈 ， 就 决定 了 XX 的 一 个 分 解 。 反 之 ， 党 .x 是 芋 的 一 个 分 解 ， 令 

R= {AxA: AE wx }, 
容易 证 明天 一 定 是 到 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 并 且 . 姑 的 一 个 元 素 就 
正好 是 一 个 等 价 类 。 

(六 》 函 数 关系 

函数 是 我 们 熟悉 的 概念 。 设 给 定 集 4、 集 B 以 及 某 个 对 应 
法 则 f， 使 对 每 个 48€ 4 有 唯一 确定 的 、8B 中 的 元 素 5 与 之 对 应 的 
话 ， 我 们 就 称 f 是 4 到 8 的 一 个 函数 (或 遥 射 )， 记 作 

了 3 .4 
其 中 6 叫 作 点 a 在 J 下 的 像 ， 表 示 为 6 = f(a)， 

如 果 我 们 以 aE 4 为 第 一 人 琶 宗 、 以 相应 的 g= /9) 作 第 二 举 

标 配 成 序 偶 (a，b) ， 这 样 得 到 的 序 偶 的 集合 /就 是 =AUB 
18.* 


让 的 一 个 关系 。 民 此 ,我 们 可 以 把 国 数 看 成 是 一 类 特 歼 的 关东 
设 了 是 集 涉 中 的 一 个 关系 ， 合 得当 (a， Defs 《do bEI 同 
时 成 立 寻 就 有 上 = 号 ， 阳 称 关 是 一 个 珊 效 。 这 样 去 处 还 ， 俩 得 画 
数 与 函数 图 代 完 全 一 致 了 ， 赂 或 丰 xx 大 由 的 一 个 子 集 六 其 认 
给 我 们 的 词 沦 证 来 许多 方 泵 ， 例 如 隔 数 并 是 函数 /的 扩充 (Jf 是 
辩 的 限制 》 就 可 以 表示 为 产 二 /， 
国 数 了 作为 藉 系 ， 它 满足 关系 的 一 般 人 性 岳 ; 
AL A= UA 
fiNANE NTA 
iEI ii 
六 [U2D= Ef CB) 
此 外 ， 它 还 具有 如 下 人 性质， 
cg Nea 
fCB. -B= fCBI- fF 10B,) 
f° fF CBITSB. 
在 以 后 的 讨论 中 ， 和 “上 胸 矣 ”， 必 在 入世 是 
数 华 时 采用 “ 冰 数 ”， 这 只 是 一 种 习惯 的 说 法 ， 没 有 什么 实质 
的 不 局 。 工 而 所 列 的 这 些 人 性 质 污 者 应 该 部 习 ， 并 给 出 证 肯 。 


$ 6 序 关 系 、 序 型 


设 六 是 一 个 集合 ， 二 避让 中 的 一 个 天 系 ， 当 下 列 条 件 ， 
C1) 学 {(x, WER, Cv, 2ER, Mr 27E RR 
《2) 对 每 一 个 TEXX，(x， 2) ER 
成 立时 ， 称 中 是 羡 工 准 一 个 六 二 关系 ， 并 把 具有 半 序 关系 的 集 
合 蕊 叫 作 举 序 集 ， 为 了 注 引 半 序 关系 写作 (人 议 ，R) 。 
习惯 上 ， 半 序 关 系 还 杀 川 记 写 之 。 扣 x 之 py 说 作 x 前 于 (小 
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于 》y， 自 然 也 可 以 说 y 后 于 (大 于 》z。 

如 果 兴 序 类 系 之 同时 满足 条 伴 

《3) 对 任意 的 Tr、yEAA， 或 ?之 Jy 或 ?= 3 或 ?< 三 式 之 
中 必 有 有 一式 成 立 。 则 称 《 久 ， 之 》 是 一 个 全 序 集 ， 也 叫 线 性 序 
集 。 

沁 后 在 讨论 中 凡是 记号 科 ， 都 是 指 或 过 或 = 之 意 。 

下 面 举 几 个 半 序 集 和 全 序 集 的 例子 ， 

C1》 设计 是 实数 集合 ， 过 与 少 就 是 通常 的 小 于 关系 与 大 
于 关系 ， 那 么 《XX ， 之 )】 与 (入 ， 半 ) 就 都 是 全 序 集 ， 并 且 是 
不 局 的 两 个 企 序 集 ， 前 洪 是 较 个 的 实数 排 在 前 ， 后 者 却 是 较 大 
的 实数 排 在 前 。 

《2) 设 弄 是 一 个 梨 合 ， 已 (于 ) 代 表 形 的 子 集 构 成 的 华 合 
全 是 通常 的 包含 关系 ， 那 么 《PCM)， 己 ) 就 是 一 个 泣 序 党。 

《3》 在 实数 种 桂平 面 上 ， 当 两 个 点 具有 相同 的 第 二 些 标 
时 ， 扩 让 规定 第 一 坐标 小 者 在 前 。 这 和 祥 定 义 的 序 关 系 使 平面 点 
集成 为 一 个 半 序 储 。 些 时， 第 二 坐标 不 同 的 点 就 没有 前 后 关 

如 果 我 们 换 一 种 定义 

Cz， YD) (rz ya) 当 且 仅 当 ?yi<oys 或 4= 2 及 
Ts 那么 平 商 点 集 就 成 全 序 集 了 。 

《4) 自然 数 集合 可 以 按 店 然 顺 序 排 成 全 序 集 

1 2 By sy 由， 

也 可 以 先 按 递 增 师 序 排 出 所 有 奇数 再 非 所 有 偶数 


1s bP 5， pg 2, 4， 性 ， ib 
这 仍 是 -- 个 全 序 集 ， 基 至 可 以 不 拘 用 什么 方式 先 把 所 有 有 
理 数 排 成 一 个 序列 
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rr Fa 
然 “规定 自然 数 的 师 序 如 下 ; 

有 权 当 + 之 7 
此 时 之 仍 使 昌 然 数 集 合成 为 一 个 全 序 集 ，。 

上 上田 所 列举 的 例子 已 告诉 我 们 ， 砚 一 个 集合 可 以 按 多 种 方 
式 排 序 、 却 使 就 线性 序 耐 言 ， 也 可 以 排 得 形式 各 蜡 。 

设 《 义 ， 之 》 是 一 个 半 序 集 ，A 呈 下 ，zxs 毛 访 ， 

如 时 驹 于 每 一 个 x+E4， 恒 有 zz 成 空 ， 则 称 .4 是 上 方 有 
界 的 ，zo 就 是 .A 的 一 个 上 界 ， 特 别 当 zs 所 4 六 县 zo 是 A 的 上 界 
叶 ，zo 岂 .4 的 最 大 元 。 类 位 地 ， 我 们 可 以 定义 下 者 与 好 小 元 。 

如 果 zoE 4 并 且 对 任意 的 zE 4 不 出 现 zu<z， 则 炊 z ,是 .4 
的 一 个 极 大 元 。 类 似 地 可 以 定义 航 小 元 。 

最 大 元 一 定 是 极 大 元 。 对 全 序 集 来 说 ， 极 大 元 也 必 是 最 大 
元 ， 但 对 淮 序 集 米 说 ， 琢 大 元 未 必 是 最 大 元 。 

最 后 ， 我 们 介绍 序 昏 的 概念 。 为 了 氢 述 上 的 简便 ， 我 们 只 
限于 全 序 集 来 考虑 。 

定 史 5 设 兴 .了 都 是 全 序 集 ，j 是 从 直到 了 上 前 一 个 一 一 
对 应 ， 如 亲 F 保持 顺序 〈 即 当 rz<z" 时 ， 有 zc< Frz2)) ， 则 
称 f 是 处 到 了 上 的 相似 映射 。 

当 仁 在 到 了 上 的 相似 映射 时 ， 称 才 与 了 7 相似。 容易 证 明 ， 
相似 是 一 种 等 价 关 系 。 我 们 把 第 此 相似 的 全 序 集 称 作 是 上 共有 相 
同 序 型 的 ， 或 说 它们 是 序 同 构 的 。 

出 n 4 是 月 然 数 或 0) 个 元 素 构 成 的 全 序 集 彼此 相似 ， 它 们 
的 序 型 就 记 作 允 上 自然 数 集 按 自 然 顺 序 是 一 个 全 序 保 ， 它 的 序 
型 记 作 ay 容易 看 出 ， 在 自然 顺序 下 ， 实 数 集 尼 与 有 理 数 集 包 、 
月 然 数 集 和 三 着 序 昏 互 不 相同 。 
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在 一 般 拓 让 学 由， 实数 是 一 个 有 用 的 工具 ， 搞 清 实数 的 构 
造 很 有 必要 。 

实数 理论 是 在 有 更 数理 论 的 基础 上 建立 的 。 本 节 主要 介绍 
无理 数 的 引入 ， 其 和 蔡 本 芭 想 是 :有理数 集合 按 肯 然 顺 社 是 一 个 
线性 序 集 ， 但 这 个 线性 序 集 有 许多 “ 孔 隐 ”， 我 们 引入 无 理 数 
来 填补 这 些 孔 孙 。 由 于 刻画 “孔隙 ”的 方法 是 多 种 多 样 的 ,因此 
出 现 了 定义 实数 的 不 同方 法 ， 有 的 采用 Cauchy 列 ， 单 调 列 , 有 
的 采用 确 界 ， 区 间 套 ，,…… 等 ， 但 是 所 有 这 些 方法 都 起 了 异 曲 
同 工 的 作用 ， 各 自在 填补 了 “孔隙 ”之 后 所 得 到 的 线性 序 集 都 
是 序 同 坞 的。 我 们 只 介绍 Dedekind 分 割 法 。 

设 居 是 一 个 线性 序 集 ， 所 谓 (A4、B) 是 夺 的 一 个 分 割 ， 
乃 指 ，A 和 B 是 使 得 4U 如 = 于 成立 的 、 不 相交 的 、 非 空子 集 ， 
并 旦 对 任 窟 的 cE 4 与 任意 的 5E B 枉 有 a<<6 成 立 。 其 中 4 叫 作 分 
制 的 前 段 ，8B 叫 后 段 。 

对 于 有 理 数 集合 ( 按 自然 序 )Q 来 说 ， 从 逻辑 上 讲 ，Q 的 分 
划 〈4、B)》 只 有 四 种 可 能 ， 

C1》 有 4 无 最 大 元 ，B8 尖 最 小 元 rs 

(2》 4 无 最 大 元 ，B 无 最 小 元 ; 

(3) 4 有 最 大 元 r，B 无 最 小 元 ; 

C4) 4 有 最 大 元 r1/，B 有 有 最 小 元 +;。 

由 于 有 理 数 集 Q 的 黎 密 性 ， 即 对 于 任意 的 有 理 数 71，r。， 
当 r:<rs* 时 ， 则 存在 宪 理 数 r* 使 得 rt<r<rz。 情 形 〈4 》 事 实 
上 不 可 能 发 生 。 

情形 《1) 和 (3) ， 分 出 〈4，B)》 都 唯一 凌 定 了 一 个 考 

和 人 


更 数 ". 我 们 约定 今后 凡 通 寿 情 形 (37 了 时 一 律 
话 涪 ,今后 所 说 的 行 理 数 集合 名 让 分 襄 或 再 是 欠 

则 使 是 形 如 (1) 者 。 

对 于 形 如 1) 的 分 割 《4，B)， 我 们 说 分 蚀 (A，B) 对 应 
于 有 理 数 r; 对 于 形 如 (2) 的 分 宙 C4，B) ， 不 竹 在 丰 谱 的 
有 理 数 ， 就 册 一 个 孔 阶 。 

我 们 定义 分 割 之 间 的 顺序 如 下 : 

《二 Ba) < (CA, Bo) RA 

显然 ， 必 是 线性 这 ， 并 且 当 4 Be) 与 CAs，Bi) 各 自 
对 应 于 有 理 数 与 有 时, (A4。，Ba < 之 CAs，Be) 和 ce< 8 相 一 
致 。 因 此 我 们 定义 每 一 个 分 割 《4，B) 叫 一 个 实数 。 当 
(A4， 如 》 寻 应 于 有 理 沼 时， 就 认为 r= 04, 8B) ; 当 (4 
如 ) 是 乱 际 时 ， 便 认为 《A，B) 是 法 补 上 的 一 个 无 理 数 。 

定理 1,7 有 理 数 在 实数 中 是 秋 密 的 ( 印 对 于 任 半 二 实数 
4 和 有 8， 当 a 时 ， 则 存在 有 有 有理数 + 使 得 a 之 r 之 户 。 

证 明 谱 c= (4。，B。》,B= (Ap，Bs》 ,于 是 当 a< 之 8 时 ， 
就 有 4. 鹤 4r， 任 取 rE 4 -4。， 且 rs 二 ay 则 r 即 为 所 求 。 

[证 完了 

定理 1.8 设 a= (4、B) 是 无 迎 状 ，e 是 大 于 0 的 实数 ， 
则 存在 两 个 有 理 数 rr 和 ras， 使 得 ri<<a<crs 并 昌 ry - rice。 

证 明 不 妨 设 e 是 有 理 数 《否则 可 以 子 0 和 e 之 问 取 有 理 数 
a!/ 代 之 )。 任 取 as 所 A，bo EB， 并 做 一 列 有 理 数 
三 Ca +t ie 3 
时 ，ow bo ， 从 和 而 gs 所 如 。 设 无 赴 第 一 个 


qos 站 1 三 如 0 十 


由 于 当 n > 0 qn) 
使 a4 巨 BB 的 标 伟 ， 从 而 a -1E 4， 于 是 ri1=ai-19 ?= a， 地 为 


. 


Te _- 


所 求 ， 
[证 完 ] 

我 们 已 经 知道 ， 有 理 数 储 台 有 许多 礼 阶 ， 而 且 为 了 填补 这 
些 孔 阶 我 们 引入 了 无 理 数 ， 组 成 实数 集合 。 那 么 一 个 十 分 自然 
的 问题 出 现 了 :， 实数 集合 还 有 和 孔隙 吗 ? 下 南 的 定理 一 -- 完备 性 
定理 _ 回答 了 这 一 问题 。 

定理 1.9 对 实数 集 R 的 任意 分 割 (和 入，Y)》， 或 者 无 最 
大 元 而 了 有 最小 元 ， 否 则 让 有 曲 大 元 而 了 无 最 小 元 。 

证 明 设 4、B 分 别 是 含 于 评 、 了 中 的 有 理 数 集合 ， 于 号 
(4A4，B) 构成 有 吾 数 集合 @ 的 一 个 分 割 。 因 为 有 理 数 集 Q 自身 
肝 秽 密 往 ， 只 可 能 有 三 种 情形 出 现 ， 

《1)》 .A 无 展 大 元 ，B 有 最 小 元 rj 
《2》 44 无 最 大 元 ，8 无 最 小 元 ; 
(3} -4 有 最 大 元 r， 呈 无 最 小 元 。 

在 情形 《1》，8B 的 最 小 元 r 必 然 也 是 了 的 最 小 元 ， 否则 就 
有 BBE， 使 得 8<r， 从 而 根据 定理 1.7 推 出 存在 有 理 数 r' 使 得 
p<r' fr， 与 r 是 8 的 最 小 元 相 浮 盾 。 同 时 由 + 是 ?的 最 小 元 又 
推出 天 无 最 天 元 ， 百 则 与 定理 1.7 相 矛盾 。 

在 情形 (3》， 证 明 方 法 类 似 ， 推 出 六 以 ”为 最 天 元 而 了 无 
最 小 元 。 

在 情形 《27 ， 《4，8B8) 便 定 勾 了 一 个 无 理 数 5， 沙 上 E 
文 ， 册 E 便 是 拓 的 最 大 元 ， 此 时 了 不 再 有 最 小 元 ! 藻 则 ET 
于 是 便 是 Z 的 最 小 元 ， 比 时 所 不 再 有 最 大 元 。 

归纳 起 来 ， 无 论 是 哪 种 情形 ， 分 割 《 计 ， 了 不 外 乎 定理 中 
所 述 两 种 情 次 之 一 。 


了 


最 后 ， 我 们 讨论 实数 的 二 进 小 数 展开 。 

级 段 [9， 癌 叫 作 第 0 级 的 线段 ， 记 作 放 ,线段 【0， 冯 了 ， 
[二 ，1] 叫 作 第 1 级 的 线段 ， 分 别 记 作 入 .、 和 从 1!:， 将 每 个 第 1 
级 线段 二 等 分 ,得 到 第 2 级 线段 ,分 别 记 作 A 和 00、 入 y1、 和 六 10、 
入 4， 依次 下 去 ， 将 第 ?4 级 线段 Aiiiapi 二 等 分 ， 得 到 第 +1 
级 线段 Ai 与 六 六 半生。 

对 50，13 中 的 任 一 实数 2 ， 只 有 两 种 可 能 ， 或 者 z 能 表示 
为 2 形状 、 或 者 不 能 表示 为 此 种 形状 。 在 后 者 情况 下 ，2z 必然 
唯一 地 昨 于 某 一 个 第 ntn = 1，2，……) 级 线段 ， 从 而 一 意 地 决 
定 了 一 个 序列 

A DA DN i DOAN 
使 列 中 线段 以 x 为 唯一 的 公共 点 。 此 时 xz 就 可 表示 成 二 进 小 数 
T= O87 
其 中 六 或 取 0 或 取 1。 

在 前 一 情形 ，z 是 二 进 有 理 数 :*， 无 妨 认 为 加 是 醋 约 形 
式 。 由 于 此 时 xz 是 某 两 个 第 级 线段 人 xs 与 人 wsv 的 共同 端点 ， 比 
如 说 ，z 是 A#= 和 ii-10 的 右 端 点 同时 是 入 sy = A 
ti -il 的 堪 庙 点， 于 是 z 将 是 和 si 的 右 端 点 局 时 是 各 ,的 去 雍 
点; “从 而 决定 了 两 个 序列 

A DA ODA OA 01 
一 
与 

A 和 DA DA A 10 
一 六 让 IO 


使 每 个 烈 各 自 狂 以 < 为 公共 点 。 此 时 x 就 有 两 种 二 进 小 数 表 示 
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就 识 定 了 一 个 香油 千 升 关 月 然 数 《有 限 或 无 眼 ) 齐 
i rr 

使 得 当 且 仅 当 记 = 1。 这 个 对 应 是 所 有 形 如 和， 六 和 的 
二 进 小 演 到 已 (六 二 的 一 一 对 应 ， 基 中 愉 CAwY) 的 元 素 是 自然 数 
集 习 的 子 集 。 由 于 除去 二 进 有 理 数 外 ， 任 何 zE [0，10 的 二 进 
小 数 去 示 式 是 上 叭 … 障 。 而 二 进 有 理 数 总 共 是 可 数 多 个 ， 所 以 
[0，1] 与 PCN) 右 泪 忆 的 妆 。 

通常 我 们 以 C (或 5 了 NS) 闪 示 守 数 集合 R 的 势 叫 连续 统 势 。 
上 述 讨 论 纵 坦 P(ON) 的 势 是 ce， 所 以 c 之 各 (。 


$8 线性 序 集 


有 音效 集 包 和 实数 集 民 作为 两 个 特殊 的 线性 序 集 我 们 已 有 
一 些 认 识 ， 让 这 一 节 里 ， 我 们 要 渡 究 的 是 什么 样 的 线性 序 集 与 
Q 序 同 构 ? 人 行 么 样 的 线性 序 集 与 R 序 同 物 ? 

定理 1,10 设 马 是 C0，1) 中 一 切 二 进 有 理 数 的 集 含 ， 拓 是 
可 激 线 必定 集 ， 则 

《1)》 去 瑟 已 汐 某 子 巢 序 同 裤 ! 

(2) 当 气 是 竹 医 四 《〈 即 对于 任 韦 的 z、3 所 总 , 当 z<y 时 ， 
存在 z 苹 ”使 得 ?之 z 之 YY》 并 忆 蚂 无 最 大 元 又 无 最 小 元 时， 所 
与 已 序 间 构 。 

证 棚 ”把 吕 分解 为 

* 


其 中 
Di= 二 } 
Ds= { 1 
Ds = 1{ ds rs 
同时 把 六 随 章 排 成 一 列 
py pay Ca 


瑰 在 来 建立 相似 对 应 j。 首 先 令 /( 坏 ) = z:。 其 次 考虑 二， 
当 序列 (1) 市 不 存在 前 于 *; 者 ， 会 掉 地 ; 当 序列 (1) 中 存 
在 前 于 rf! 者 ， 取 下 标 最 小 的 、 前 于 x1 的 元素 z,， f(T) = zes 


转 而 考虑 主 ， 当 序列 〈1 ) 中 不 存在 后 于 x 者 ， 合 控 守 ， 当 序 
列 《 1》 中 存在 后 于 x; 省 ， 取 下 标 最 个 的 ， 后 于 zx1 的 元 素 z。， 
令 1( 忆 =z,。 依 次 转 而 考虑 Ds 中 的 至 ， 闪 过 .开始 …。 总 的 原 
则 是 ， 当 九 。, 中 请 数 考虑 完 以 后 ， 就 考虑 刀 , 中 的 数 ， 依 去 ， 
3.…, 由 小 到 大 的 次 序 进行 , 当 考虑 de ,时 ,如 果 在 书 考 虑 的 、 
未 合 掉 的 计数 中 ，d1，d: 是 与 d 紧 相 邻 的 数 ，d; < 之 d<ds( 有 了 时 
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紧 相 邻 的 只 有 中 或 小 一 个 ) ;并且 / (di) = zi， 大 ds) = zy 那 
么 当 序 列 ( 1 ) 引 不 存在 合 于 条 件 rz.<zs<zos 的 数 z, 时 ， 合 济 
d; 否则 取 下 标 最 小 的 ， 合 于 条 件 z ,1 < 之 7 < 之 Xs 的 z,， 令 (4) 
= 

按照 上 述 方 法 ， 对 每 一 个 *， 当 忆 , 考 虚 完 后 转 入 D,r;:， 从 
小 到 大 继续 做 下 去 。 于 是 得 到 未 会 掉 的 二 进 有 理 数 集 忆 "到 抑 
的 上 映射，。 留 下 的 是 要 证 明 f 是 DD'! 到 六 上 的 映射 ， 而 是 相似 映 
射 则 是 型 然 的 。 

为 和 证明/ 是 到 和 上 的 映射 ， 我 们 采用 反 证 法 ,假设 汉中 有 元 
素 不 是 任何 dE D 的 像 ， 取 其 下 标 最 小 者 x,。 设 j(d 0) =z 1 
三 J 2 8 一 1 并 设 dis 呈 di1 cuD,， 将 zl1，Ymay 
…，7Yw-1 按 4 原 有 序 关 系 排列 ， 那 么 不 外 平 下 列 三 种 情形 

C1) ri p01) 为 相 邻 二 元 素 , gs<r。 
< 

(2) xz 在 所 有 zw，bsn 一 LI， 之 前 ! 

《3) z 在 所 有 rz，bs= 1， 之 后 。 

由 于 Davi 中 恒 有 数 d， 使 d 合 于 条 件 : 

(17) d,<d< doy 

《27)》 d 在 所 有 d,，p 守 nn 一 1， 之 前 ; 

C3) d 在 所 有 d,，p 志 1 一 1， 之 后 。 

所 己 无 论 是 (1) 、 (2》、 《3) 哪 种 情形 ， 总 有 分 别 合 
于 条 件 C7) 、 27) 、 《3 站 的 、Di4; 巾 的 最 小 的 数 4d ， 依 
据 f 的 定义 ， 有 f(d) =z,， 这 与 假设 相 池 盾 。 说 明 关 中 每 一 个 元 
素 z, 都 必 是 某 个 dgE D 的 像 ， 即 f 是 如 到 了 荆 上 的 映射 ， 从 而 是 相 
似 映 射 。 

特别 ， 当 元 是 稀 密 的 且 无 最 大 、 最 小 元 时 ， 因 在 /的 建立 

让 有 和 


过 程 中 不 会 舍 掉 任何 dE 态 ， 从 而 # 是 厂 到 这 上 的 相似 呐 射 ， 故 
芒 与 局 序 同 构 。 [证 完 ) 

推论 ” 设 飞 是 可 数 线 岂 序 华 ， 并 且 既 无 最 大 、 最 小 元 ， 茎 
是 箱 密 的 ， 则 必 与 有 理 数 集 R 序 疗 构 。 

关于 线性 序 集 的 分 出 ， 上 节 书 有 定 必 。 对 于 任何 线性 序 梨 
的 分 割 《A，B》 来 说 ， 不 外 乎 下 列 四 种 情形 ; 

(1) 前 段 4 有 最 大 元 ， 后 段 如 无 最 小 元 ; 

(2) 前 段 4 无 最 大 元 ， 后 段 8 有 最 小 元 

这 两 种 形式 的 分 神 (4，B) 统称 Dedekind 分 割 。 

(3) 前 段 4 有 最 大 元 ， 后 段 8 有 最 小 元 ; 这 样 的 分 割 
《A4，2B8)》 叫 *# 间 隔 ”。 

(4》 前 段 .4 无 最 天元， 后 段 8 无 最 小 元 ， 这 和 样 的 分 割 
《A，28) 叫 * 孔 孙 ”。 

当 线 人 性 序 集 到 的 所 有 分 割 都 是 Dedekind 分 割 村 , 称 天 是 连 
续 的 。 者 DD 是 外 的 子 集 ， 并 县 对 于 任意 的 TI，xs 台 芝 ， 当 X11 之 
Xs 时 ， 存 在 dE DD 使 得 zt, 过 d<r,， 则 称 DD 是 世 的 称 密 子 集 。 容 
易 证 明 ， 者 六 存在 间隔， 则 关 没 有 和 而 窗子 集 。 

显然 ， 实 数 集 站 是 既 无 最 大 元 又 无 最 小 元 的 、 连 续 的 线性 
序 集 ， 并 且 有 可 数 的 稠密 子 集 。 那 么 ， 什 么 样 的 线 性 序 集 与 恕 
序 同 构 呢 ? 

定理 1.11 设 具 是 既 无 最 大 元 又 无 最 小 元 的 、 连 续 的 线性 
序 集 ， 则 当 访 有 可 数 的 秽 密 子 集 时 ，X 与 实数 集 R 序 同 构 。 

设 品 是 六 的 可 数 夭 密 子 集 ， 那 么 由 于 半 没 有 最 大 元 、 没 有 
最 小 元 、 没 有 间隔 ， 就 推出 了 品 本 上 身 是 既 无 最 大 元 叉 无 最 小 元 
的 、 称 密 的 可 数 线 性 序 集 ， 根 据 定理 1 。10 的 推论 ， 口 与 有 理 
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数 集 QQ 序 同 构 。 

设 f 是 了 到 Q@ 上 的 相似 映射 。 邻 疡 把 D 的 分 割 (4，2B) 映 
成 (fAD, FCBI) ， 我 们 容易 达 出 (fCLAIJ，f[) 是 @ 的 一 个 分 
项 ， 玉 是 口上 防 有 分 割 到 Q@@ 上 所 有 分 草 的 相似 映射 。 读 者 不 难 
证 明 ， 卫 上 所 有 分 割 与 冯 是 相似 的 ， 从 而 芷 与 R 相 似 。 其 证 明 
的 细节 此 处 不 再 欧 述 。 


$9 民 序 集 、 序 数 


定义 6 设 六 是 线性 序 集 , 当 文 的 每 一 非 空 子 集 都 有 首 元 
(最 小 元 ) 夺 ， 我 们 称 才 是 良 序 集 。 

如 果 线 性 序 集 节 有 首 元 六 且 关 的 每 一 个 分 割 《4，B) 的 后 
段 B 都 有 首 元 ， 那 么 久 必 是 良 序 集 。 这 是 因为 对 于 半 的 一 个 非 室 
于 集 蜡 来 说 ， 只 有 两 种 可 能 

(1》 让 的 首 元 Xo 七 谣 。 显 然 夺 也 以 x 为 首 元 3 

《2) 拖 的 首 元 ro 世 财 . 念 4= {a:aEX 丰 站 La 前 于 一 茂 
XE 用}， B= 六 ~ 4, 于 是 C4，B) 是 天 的 一 个 分 割 , 此 时 瑟 的 
首 元 必 是 好 的 首 元 。 

此 外 ，、， 由 定义 直接 推出 良 序 集 的 子 集 是 良 序 举 。 

我 们 把 良 序 集 的 序 型 叫 作 序数 ， 于 是 空 集 的 序 型 0%，#n( 自 
然 数 ) 个 元 素 构 成 的 线性 序 集 的 序 型 n 以 及 自然 数 集 亲 序 型 w 等 
卷 是 序数 。 有 理 数 集 及 实数 集 的 序 型 不 是 序数 。 

设 4 和 8 是 两 个 不 相交 的 线性 序 集 ， 我 们 在 4U BB 上 可 以 引 
入 序 关 系 之 ， 使 得 当 aE .4，bE BY 时 ，a<b， 而 闻 属 于 4 (或 
号 ) 的 元 素 之 间 保 持原 有 的 序 关系 。 这 祥 定 义 的 之 使 4U 8B 成 为 
线性 序 集 ， 记 作 4+ 8B， 囊 有 序 和 。 
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若 4 的 序 型 是 a，B 的 序 型 是 8， 由 于 A+ B 的 序 型 只 依赖 于 
4 的 序 型 4 与 8 的 序 型 ,所 以 我 们 可 以 定义 q+ 就 是 4+ 8 的 序 
型 ，M& 与 8 的 有 序 和 。 特 别 当 a 与 都 是 序数 时 ,a + 也 是 一 个 
序数 ， 几 如 @+1 吕 可 以 看 作 良 序 集 {1，2，…，T 0 与 
{ 0} 的 有 有 序 和 和 1， 2 ， 个} 的 序 亨 , 它 仍 是 一 个 
序数 。 序 更 的 这 种 加 法 运算 满足 结合 律 ， 但 不 满足 交 挤 
律 。 

一 般 地 ， 设 8 是 一 个 线性 序 集 ， 对 每 一 个 bE 了， 小 也 是 一 
个 线性 序 集 ， 并 且 当 上 Bi 时 ，4 门 A4! = 加 ， 那 么 我 们 可 以 在 
集合 S = UA。 上 引入 序 关系 < 之， 使 得 当 z 和 zx’ 同属 一 个 4 时 ， 


z 和 2z7" 保 持原 有 的 顺序 ， 当 zE drreE dr 时 , 接 了 昭 标 号 D<m7 
的 顺序 规定 zr<cr" 这样 就 使 成 为 一 个 线 往 序 集 ， 记 作 2 


叫 有 序 和 。 待 别 ， 当 标号 集 B 以 及 每 一 个 4 部 是 良 序 集 时 ， 有 
序 和 号 4 也 是 良 序 集 。 由 此 ， 我 们 又 可 以 定义 序 型 的 有 序 和 。 


设 4、 妞 是 两 个 线性 序 集 ， 我 们 可 以 在 直 积 4x 吾 上 引入 序 
关系 如 下 : 

设 《al，5) 、 (aspba)EdX 卫 规定 《ai 二 
(as，6bs》 当 日 仅 当 b, <b，,， 或 者 61 =b 日 ai<al， 

这 种 排序 方法 通常 叫 反 宇内 排序 法 。 些 时 (AxB, 达 ) 是 
一 个 线性 序 集 、 记 作 4，B, 而 相应 的 序 型 记 作 。B， 叫 序 型 a 
与 Ap 的 有 序 积 。 

值得 注意 的 是 

A:B= 3A.16} 
其 应 端 是 .4 与 B 的 有 序 积 ， 序 型 是 a-p， 而 右 端 是 以 了 了 为 标号 
' 3}* 


集 、 诺 4*{5 } 的 有 序 和 ， 序 型 是 3as， 此 处 cy = 是 4 的 序 


型 。 
由 此 得 出 下 列 各 式 


们 十 癌 二 名 ， 儿 
人 十 加 于 十 位 三 全 # 提 


个 十 全 本 十 向 十 sse 十 的 一 站 (十 1) 


序 型 的 这 种 乘法 运算 不 满足 交 撞 律 ， 例 如 @*2 夺 2* 中 = 
满足 结合 律 ， 即 (a* PB) 中 =e (By)，; 此 外 , 滋 法 对 加 法 的 左 分 
配 律 成 立 ， 即 y* (8+7y) = ya+y*B， 但 右 分 配 律 不 成 立 ， 例 如 
《Tt 十 m1:0+10, 

一 切 负 整数 的 集合 { 和 …… ， 一 和 一 3 一 2， 一 1 以 
及 与 其 祖 似 的 集合 ， 序 型 以 o" 表 示 。 巡 不 是 序数 。 

定理 1.12 线性 序 集 天 是 贿 序 集 的 充 要 条 件 是 区 不 包含 
0 型 的 子 集 。 

证 明 当世 是 鼻 序 集 时 ， 其 一 切 子 集 都 是 良 序 集 ， 当 然 设 
有 ay# 弄 的 子 集 。 当 持 不 是 妇 序 集 时 。 和 有 子 集 4，-4 是非 空 的 
并 且 没 有 首 元 。 任 取 oxE 4， 于 是 作 在 cs E 4 使 得 az<al。 一 
般 进 ， 若 ci，az…，， asE dan<an-1c…<dl 因 o. 不 是 -4 
的 首 元 ,于 是 必用 arE 4 人 得 gwl<es， 说 明 4 包含 《〈 从 而 斥 
包含 ) 有 as* 型 于 集 ， 故 坏 不 包含 o# 型 于 集 时 ， 天 必 是 良 序 集 。 

[证 完 ] 
定理 1.13 ” 设 矿 是 良 序 集 ， 有 映 射 : 太一 友 是 保持 顺序 
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的 ， 则 半 一 切 的 zxE 于 底 有 三 zz 成 立 。 

证 明 ”用 反 证 法 。 假 设 这 中 有 元 素 x 不 满足 1 xz)227z ,于 是 
由 所 是 线性 序 集 知 f(z) 之 7, 取 这 种 元 素 的 为 首 者 zo 记 z1 二 了 
Cz0)， 那 么 XY 之 X09。 从 而 f(z) 过 (zo) =z1， 与 o 是 这 种 元 
素 的 首 元 素 相 邹 盾 。 

[证 完 
设 玉 是 良 序 集 ，zE 玉 。 我 们 把 矿 中 所 有 前 了 于 x 的 元 素 组 
成 之 集合 略 作 rz 决定 的 矿 的 截 片 ， 记 为 素 (z)， 邵 
WEIr)= { y: vyEW¥E YL} 
这 是 一 生 特 萄 的 子 集 。 当 xz7 <z 时 ,两 个 戴 片 丈 (2 和 了 《zz) 中 ， 
HVCzr!) 正 好 是 民 序 人 梨 厂 (2) 的 一 个 截 片 。 我们 把 玉 Y=- 开 V(x)， 
即 {y :YE 中 并 有 旦 yz } 岂 作 砂 被 ?决定 的 尾部 ; 显 见 x 是 尾 误 
-V(x) 的 首 元 素 。 
-应 用 定理 1.13， 可 得 一 系列 的 重要 推论 ， 

推论 1 设 太 是 良 序 集 ，A4 呈 玉 ，zE 如 则 不 存在 任何 由 玉 
到 .42 中 的 、 保 持 顺 序 的 映射 。 

推论 2 良 序 集 玉 与 其 截 片 丈 (rz) 的 任何 子 集 不 相似 特别 ， 
瑟 与 其 埠 片 太 (2 不 相似 ， 即 厂 与 玉 (2 有 不 同 的 诈 型 。 

推论 3 设 开 是 良 序 集 ，zFi， za 后卫 且 Z 二 Ta 则 三 导 
V(x;) 不 相似 ， 即 砂 的 不 辐 截 片 有 不 赔 的 序 型 。 

推论 4 设 7,. 矿 ,是 良 序 集 ， 则 矿 , 淹 玉 、 上 的 相似 映射 
不 得 多 于 一 个 。 

证 明 假设 f :太一 玉 ;，g ! 了 V1 玉 玉 ,是 两 个 不 同 的 粗 似 
映射 。 于 是 存在 某 个 2 EH , ,使 得 六 ro) =ax g(ro) =b,. 无 妨 
认为 ao<6。 因为 1 9 0) = 了 (z=a<b， 与 19 是 矿 :到 
研 ,上 的 相似 映射 祖 了 矛盾 。 
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[证 完了 

推论 5 设 歼 是 良 序 集 ， 则 丈 到 玉 上 的 相似 下 射 唯一 ， 就 
是 得 同 瑞 射 。 

有 了 .上 述 这 些 关 于 良 序 集 的 基本 理论 ， 我 们 已 经 有 条 件 讨 
论 “序数 的 天 小 ”这 一 重要 课题 。 

定义 7 设 4 和 上 是 两 个 良 序 集 ,各 自序 型 是 a 和 B。 当 上 8 刁 
4 的 某 个 截 片 4(z) 相 似 时 ， 我 们 就 说 8 比 c 小 ， 卖 示 作 有 <a。 

按 些 定义 ;8<c 万 指 以 gc 为 型 的 良 序 集 4 有 一 个 截 片 4(z) ， 
00 的 序 型 是 有 。 

定理 1,14 设 a 是 一 个 序数 ， 玉 (a) 表 示 一 切 小 于 a 的 序数 
之 集合 ， 则 瑚 (ao) 是 一 个 良 序 集 ， 序 型 就 是 cr。 

证 明 ”到 序 型 为 gc 的 良 序 集 4。 由 于 每 一 个 zE A 决定 了 4 
的 一 个 截 片 4(r)， 记 4(x) 的 序 型 是 8.， 于 是 8.E 玉 VC(a)， 并 
且 当 z7 <z 时 ，-4(z7 就 是 4(z) 的 截 上 厂 ， 所 以 8 之 8,。， 玄 把 
Tt 匡 成 8 的 器 射 是 由 .4 到 YC(a) 上 的 租 似 映 庙 。 说 明石 (a) 是 良 
序 集 ， 序 型 是 a。 

[证 完 ] 

当 A4 是 型 为 a 的 良 序 集 时 ， 我 们 可 以 异 助 A 与 矿 (a) 间 的 一 
个 根 似 对 应 。 将 4 中 元 束 用 歼 (cy 中 的 序数 为 标号 ,保持 4 电 项 
有 质 序 地 排 成 

0 dap "yg GE (Ea) 

特别 当 .A 的 序 型 是 时 ， 就 依次 编号 为 

Qos Ory dr "se On < 

定理 1,14 已 经 告诉 我 们 ， 若 < 是 一 个 序数 ， 那 么 任何 两 个 
比 g 小 的 序数 81、B 总 是 可 以 比较 的 。 现 在 的 问题 是 ， 随 意 给 
定 的 两 个 序数 是 否 总 可 以 比较 呢 ? 
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定理 1.15 《新 数 的 可 比较 性 定理 ) 设 4 和 有 中 和 任意 给 定 的 
油 个 序数 ， 则 cx 与 名 总 是 可 以 比较 的 ， 妊 @ = 月 、r<< 有、aD> 有 一 
式 中 必 有 且 仅 有 一 式 成 工 。 

为 了 证 归 &@= 月 、e< 有、a>B 三 式 中 不 得 有 二 式 同 时 成 二 ， 
可 凡人 尾 取 恨 序 集 4 与 五 ，44 和 了 分 别 以 、 且 为 序 型 。 证 明 下 列 三 
种 情形 不 会 有 了 两 种 同时 出 现 ， 

《1) A 与 8 相似 
《2》 4 与 B 的 某 截 片 相似 

《3) 如 与 4 的 某 截 片 相似 。 

吉 实 上 ， 雪 (1)》 和 (2》 和 同时 则 现时 就 导 册 与 如 的 某 截 
片 相似 ， 这 是 不 可 能 的 。 同 理 ， 1》 和 (3) 不 会 同时 出 更。 
当 (2) 和 (3) 同时 出 现时 ，4 与 B 的 蕉 片 8(b) 相似 ， 达 与 4 的 
截 片 4(o) 相 似 ， 导 出 4 与 4( 四 的 某 子 集 相 似 ， 这 仍 然 是 不 可 能 
的 。 

为 了 证 明 a = 有 ，a<< 8、a>>8 三 式 中 必 有 一 式 成 立 , 我 们 不 
妨 考虑 两 个 特殊 的 良 序 混 ， 丈 (人 (o) 和 到 (9)。 邻 呈 = 丈 (ay 站 了 现 
《万 ) 。 

首先 证 明 一 个 引 理 ， 若 DCa)， 则 DD 十 开 (0 的 一 个 截 
片 。 

证 明 ”因为 D 皇 序 (@)， 所 以 扩 YCa)、、DD 非 空 , 庶 有 首 元 素 ， 
记 为 6:， 于 (6 就 是 丈 (a) 的 一 个 蕉 月 。 

比较 DD 与 矿 (6,)。 一 方面 ， 从 引荐 玉 CO0 入 D 的 首 元 素 推 
出 6; 所 DD 并 且 W(61)CD， 另 一 方面 ， 对 于 任何 一 个 zEDD, 只 
可 能 是 z<6〈 否 则 就 是 yc<z, 从 而 出 <z<a 和 ol<z< 有 扒 
出 5,ED， 但 这 是 下 可 能 的 ,由 xE€V(8,)。 说 明 DcCW (5,)， 
商 方 面 结合 起 来 ， 就 证 明了 D=V(6,)， 
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有 了 这 个 引 理 ， 我 们 要 证 的 结论 是 不 难 推 强 的 。 
从 逻辑 上 讲 ， 吨 在 四 种 可 能 : 

《1 Detoa), D=W(A); 

(2) DaW(a, DEWA) 

(3 DE ta), D= WA) 

cA) DEW eae), DEWA, 

所 事实 上 《4 的 情形 不 可 能 是 现 , 这 是 由 于 当 DD 导 
Ca) 和 DD 宇 玉 (认同 时 成 六 对， 就 扒 田 了 D= WC61)，51< 达 a 同 
时 有 = 玉 (60)， 之 8。 从 辣 推 出 =<a 和 ,5,ED= 
HE 9， 这 一 结 采 显然 是 不 可 能 的 。 

六 此 只 能 是 《1 、 (2) 、 (3) 三 种 情况 之 一 ， 即 ac= 及 
C<.，P<c 三 式 之 一 成 立 。 

[证 完 】 

推论 设 4、B 是 良 序 集 ， 序 型 分 别 是 x、B， 若 38 忆 4, 则 
pea, 

定理 1.16 及 由 序数 构成 的 集合 都 是 良 序 集 。 

权证 明 冰 定理， 只 须 证 明 ， 著 4 是 非 空 的 序数 集 , 则 4 有 和 前 

证 明 人 在 取 一 元 <cE 4， 或 < 是 4 的 首 元 否则 矿 (0) 4 非 
空 ， 这 是 一 个 良 序 集 ， 应 有 首 元 9'， 显 然 2' 也 是 4 的 首 元 。 

【证 完 ] 
定理 1.17 设 c 是 一 个 序数 ， 则 a< 之 a+1， 并 且 不 存在 序数 
5 使 得 ac<E<at+1， 即 + 1 是 大 于 a 的 最 小 序数 。 

证 明 ” 取 x 莘 的 良 序 集 4, 另 外 再 取 bE 4, 令 B= 4+ {5}， 
于 是 2 的 序 型 就 是 a + 1。 

因为 4 是 8 的 规 片 (出 局 元 崇 b 决 定 的 )f 所 以 a<a+ly 
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又 因为 如 的 截 片 或 者 是 4， 否 则 便 是 4 的 截 片 ， 所 以 小 于 ae 
+1 前 序数 或 者 是 x4， 否则 便 小 于 x， 即 不 存在 序数 使 得 a 之 
bE<a+l, 
[证 完 ] 
我 们 知道 ， 对 于 给 定 的 一 个 序数 c 来 说 ， 总 有 比 c 大 的 序 
数 ， 并 且 c+ 1 就 是 比 a 大 的 最 小 者 。 那 么 当 给 定 的 序数 不 是 一 
个 ,而 是 一 个 序数 集 ， 情 况 又 怎么 祥 呢 ? . 
定理 1.18“ 设 订 是 一 个 序数 集 ， 则 存在 序数 E* 比 村 中 每 
一 个 数 都 大 。 
证 明 由于 典 ( 按 大 小 顺序 ) 是 息 序 集 ， 设 其 序 型 是 4， 
于 是 闻 中 诸 元 素 可 以 用 Ga<4 作 标号 ， 保 持 顺 序 地 排 为 
和 < CH 
仿 
WW = UW(E,) 


并 设 其 序 型 是 &， 由 于 W C&C， 所 以 5。<<8。 故 5* =+1 
即 为 所 求 。 
[证 完 ] 

在 上 述 证 明 中 我 们 进一步 看 到 ， 当 M 有 最 大 元 gs 时 ,由 于 
挨 = WC 6)， 所 以 8 =E4o， 此 时 5 +1 就 是 大 于 一 切 8。E 和 的 
最 小 者 ! 当 M 没有 最 大 元 时 ，& 就 是 大 于 一 切 S.E 厅 的 最 
小 者 。 

在 此 ， 我 们 顺便 引入 序数 的 两 个 概念 。 当 序数 a=8+1 时 ， 
称 c 为 孤立 数 ， 此 时 有 叫 作 e 的 前 行 元 ， 我 们 把 不 是 孤立 数 的 序 
数 称 为 极限 数 。 当 c 是 孤立 数 时 ,我 们 可 以 取 其 前 行 元 8, 此 时 区 
间 (6，a) = {8，8<8<c } 就 是 空 的 。 而 当 x 是 极限 数 时 ， 
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对 于 任意 的 B<ax， 区 问 “〈《8,o) 一 定 包 含 着 无 限 多 个 序数 ,到 之 
亦 然 。 

阿 到 我 们 前 而 的 讨论 工 南 。 当 序数 集 坚 有 最 天 元 上 -时 ， 
比 于 中 每 一 数 都 大 的 第 一 个 序数 就 尽 了 天 六 数 上 Eo0+1} 当月 没 
有 最 大 元 时 ， 化 形 中 每 一 个 数 都 大 的 第 一 个 序数 5 一定 是 极限 
洲 ， 焉 时 我 们 称 序数 条 放 向 收 就 ， 或 说 是 肯 的 极限 , 记 作 
EE =1limM,， 式 a 

到 后 ， 我 们 介绍 趣 限 归纳 靶 。 它 是 通常 的 数学 归纳 法 的 挫 
广 ， 和 银 有 月 。 

定理 1.49 设 P(z) 是 依赖 于 良 序 集 基 《通常 二 可 以 取 作 某 
个 矿 ()》 中 元 素 z 的 合 题 ， 若 满足 条 件 : 

《1》 对 五 的 首 元 zw， 了 (zzo) 成 立 ! 

(27》 设 z 和 二 。 当 已 (z 对 一切 rz<xzy 成 立时 ， 那 么 忆 zy 
成 开 
判 对 访 有 的 zE 六 ，P (zr) 迟 成 立 。 

证 明 用 有 反 证 汉 。 假 设 对 蔷 中 的 某 些 元 素 z+, P(X) 不 成 立 。 
开 这 程 元 素 的 首 元 , 设 为 z"。 显然 z7 三 X60， 并 有 是 对 一 茹 XY 之 x/， 
(2) 成 立 。 依 据 C2) ，P6z7 成立 ， 与 入 的 取 法 矛盾 。 

[证 完了 

行 别 ， 当 失 = 太 (oo) 了 时 ， 定 理 就 是 通常 的 数学 归纳 法 。 


3 10 可 数 超 限 数 


在 有 限 场 合 ， 势 为 mn (nr 是 非 负 整数 ) 的 良 序 集 的 序 型 是 唯 
一 的 。 涉 是 x， 这 种 序数 我 们 称 之 为 第 一 级 序数 。 所 有 第 一 级 
序数 按 自 然 的 大 小 顺 谋 构成 良 序 集 ， 记 作 厅 | 丈 吕 = R09 
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在 无 限 场 合 ， 情 况 就 不 一 赃 了 。 便 如 总 序 集 


{ 1 2; » fis r 
4 2 3 » Hy » 1 } 
{1 By es 2 de } 


等 ， 虽然 它们 的 势 都 是 蕉 ,但 序 型 @,@+1,w+@ 却 各 不 相同 。 
我 们 把 势 为 瞧 , 的 恨 序 集 的 序 型 称 为 第 二 级 序数 ， 或 称 为 可 数 
超 限 数 。 所 有 可 数 超 限 数控 日 然 顺 邦和 构成 展 序 集 ， 记 作 忆 1 
定理 1,20 设 导 是 可 数 个 可 数 超 限 煞 的 集合 ， 则 比 鸡 中 一 
切 序数 都 大 的 取 小 序数 仍 是 可 数 超 限 数 。 
证 明 从 定理 1.18 的 证 明 已 经 知道 ， 当 好 有 最 天 数 a 时 ， 
a 二 1 就 是 比 许 中 一 团 数 虱 大 的 最 小 数 。 此 时 从 g 是 可 激 址 限 
数 得 知 x+ 1 也 是 可 数 超 限 数 。 当 下 没有 最 大 数 时 ， 比 好 中 一 切 
数 部 大 的 最 小 数 lim 彤 就 是 民 序 集 日 环 5 的 序 型 。 由 于 
《 8E) 是 可 数 集 ， 所 以 Lim 是 可 数 超 限 数 。 
[证 学 1 
推论 1 2Z, 是 非 可 数 集 。 
我 们 用 内 :表示 2 1 的 劳 。 容易 知道 ， Wy = U ZZ! 的 雪 也 
是 个 i 
我 们 ,将 大 于 丈 : 中 一 切 数 的 最 小 序数 记 作 @:， 于 是 
o= 于 (ai 由 此 可 知 台 :是 第 一 个 非 可 数 的 序数 ， 是 克 4， 的 序 
型 ,也 是 的 序 型 ,是 矿 :的 人 在意 一 个 非 吉 落 子 集 的 厅 型 。 由 此 又 
推出 丈 ,的 任意 一 个 非 可 数 子 集 的 势 总 是 窟 1. 
推论 2 不 存在 执 为 mm, 从 , 之 m 之 淮 1!， 的 集合 。 
”证 明 ”假设 有 这 样 的 集合 ， 那 么 自 xt 过 苍 , 推 出 集合 历 ; 用 
势 为 m 的 也 集 允 ,又 由 zz 党。 推出 昌 的 共 加 = 从 1， 与 nm 时 
地 盾 。 
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最 后 ， 我 们 引入 茹 尾 子 集 的 概念 。 

定 党 8 设 扩 奈良 序 仅 ，A 呈 WV，AMN 人 于 的 就 尼子 各 是 
指 对 江 意 的 EE 了 玉 ， 存 在 nA4 合 得 所 7n?， 此 时 也 说 4 在 矿 外 

容易 看 出 ， 对 于 恨 序 集 不 (ae +) 来 说 ， 单 元 索 焦 {1C&} 就 
在 矿 (a+1) 中 效 尾 。 

定理 1.21 设 / 是 一 个 可 数 极 限 数 ， 唱 行 芋 着 增 的 至 狐 列 


Co) 
在 矿 (4 中 效 尾 。 

证 天 ”把 可 狼 集 丈 { 心 随意 排 胸 一 列 

到 0 E 1， En (HD) 


取 no = Eo。 因 为 4 是 极限 数 ， 并 且 70 之 4， 所 以 列 1E。 | 。 
wm 中 有 数 5, 比 Yo 大 ， 取 其 下 标 最 小 者 Br1, 令 N11 = Enl， 
继而 同 理 可 取 列 {EE }x<<@ 中 比 7 ;大 的 ,下 标 最 小 者 是 ., 作 
7 依次 进行 ,得 到 递增 的 序数 列 

Do 《天 < 加) 
显 见 每 一 个 ?px = 5ur<4 并 且 5 的 下 标 几 是 递增 的 ， 即 由 
<mavi， 留 下 的 只 须 证 明 {074} 41<s 在 HA (4) 中 化 尾 。 事 实 
上 ， 谱 5EW(WD， 于 是 5 即 某 个 8 由 于 {ms， 8 是 递 
增 的 , 必 有 某 个 pw 依据 5 0605 的 取 法 ， 必 然 是 Es 这 ,， 
Bp 42> E。， 说 明寺 9 xc so 在 WA() 中 效 尾 。 
[证 完 ] 

定理 1.22 公 4 是 极限 数 ，AC 玉 (4)。 若 4 在 矿 (4) 中 效 
尾 ， 则 ifmA= 4。 

证 明 假 促 limA 志 ， 于 是 im4 之 4, 因 4 是 极限 数 ， 所 内 
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有 在 序数 使 得 
limA< Eh, 
吐 时 EVWtA)， 但 4 中 一 切 数 都 比 $ 小 ， 出 此 得 唱 A 在 扩 (4) 
中 不 伍 必 ， 与 题 设 条 件 蔬 看 。 
[证 完 ] 
接 申 就 是 这 一 术语 ， 定 理 1.20 即 是 :于 ,的 任 何 可 数 子 华 
在 下 :中 不 伍 尾 。 


$ 11 选择 公理 


1904 年 Zermelo 首次 提出 了 选择 会 理 ， 并 用 它 来 证 明和 良 
序 定理 。 虽 然 这 一 公理 兽 一 度 在 数学 办 引起 激烈 的 争议 ， 但 寺 
寅 应 当 承 认 ， 选 择 公理 的 提出 对 整个 近代 数学 理论 的 发 展 ， 特 
别 是 对 许多 重要 定理 的 严格 论证 ， 起 了 巨大 的 推进 作用 。 事 实 
上 ， 我 们 早已 不 只 一 次 地 使 用 过 选择 公理 ， 只 是 未 普 明 确 指 所 
置 了 。 本 和 首 介 绍 选 泽 公 理 ， 同 时 列举 了 几 个 常用 的 、 和 选择 公 
理 等 份 的 命题 。 

选择 公理 ” 设 .wv 是 一 族 非 空 集合 ， 则 存在 函数 全 : 一 一 
U4: AE .x }， 使 得 FE A 对 一 切 A4E wy 成立 。 此 处 的 


f 纠 作 选择 函数 。 
相等 价 的 命题 是 ， 者 vx 是 一 族 彼 下 不 相交 了 的 非 空 集合 ， 则 


和 存在 集合 对， 使 得 对 于 每 一 个 4E ww， 对 站 4 是 单元 索 集 合 。 
此 好 MM 们 .4 中 的 、 礁 一 的 元 素 就 叫 作 .4 的 代表 元 。 
如 果 将 .x 中 庄 4 皆 各自 赋 以 标号 ， 记 作 4;，i 所 了。 并 以 x 
{ 4 :1E1} 表 示 所 有 选择 函数 1 的 集合 ， 称 x { 4, :i 了 El} 
为 集 族 ov = { 有; 1 1fE1 |} 的 肖 积 ,那么 选择 公理 色 是 说 ， 当 每 
一 个 4,(i 志 1 了) 都 是 非 裤 集 合 时 , 直 积 x 4{ A413:1E7} 非 室 。 
sdls 


下 面 我 个 由 选 拉 会 垩 论证 著名 的 鼻 序 定 吾 。 所 用 方法 十 最 
温 本 出， 记 颂 借助 开 多 的 序数 理 沦 ，。 

定理 1.28 {Zermzl0) 每 一 个 集合 都 可 以 良 六 化 《〈 即 成 
为 良好 华 ) 。 

证 明 塌 反 是 任意 给 定 的 集合 。 

由 于 过 支 的 鲜 一 个 真子 华 .4 来 说 , 祭 集 改作-4 首 是 非 空 榴 ， 
很 据 选择 公理 ， 邓 每 一 个 真子 集 4 就 有 唯一 确定 的 上 (4)E 
N44。 人 DD 是 六 4 的 代表 元 ， 更 在世 作 .4 的 随行 光 。 此 外 ， 
我 们 还 把 集 

A.=AU {f(A)} 

中 作 华 有 4 的 后 继 者 。 

为 了 整个 证 及 条 昌 清 楚 ， 我 们 给 出 下 列 一 由 定义 与 引 谋 。 

定义 ”如 录 7 是 六 的 一 族 子 集 ， 并 旦 满足 下 烈 条 什 : 

(1) ZG ET, 

《2) 了 中 任意 多 个 元 素 之 并 的 属 于 7 

《3) 当 AE7 了 并 匠 4 是 真子 集 时 ，A4,ET。 那 么 我 们 就 
称 集 旋 T 了 是 一 个 链 。 

显 见 ， 苇 的 所 有 子 集 之 族 P(X) 是 一 个 链 。 同 时 容易 验证 
任意 多 个 链 的 交 记 一 个 链 ， 记 以 存在 最 小 链 。 

我 们 现 咎 集中 力量 来 讨论 这 个 最 小 链 ， 无 芒 仍 用 了 记 之 。 
重要 的 是 杰 证 明 最 小 链 了 是 个 线性 序 集 。 

磁 二 地 于 时 匹 ， 当 五 与 了 让 的 每 一 个 元 都 可 以 【〈 技 集合 六 皮 
含 关系 〉 比 较 时 ， 称 P 是 正规 元 。 

引 理 A4 设 P 是 正规 元 ， 则 对 于 任意 一 个 4ET， 或 有 4 一 
忆 或 有 中 ' 生 4A 成立。 

引 理 .4 前 证 明令 T= {44: .A4ET 关 有 量 或 有 有 ASP 或 有 P+ 
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己 4A 成立 }， 我 们 来 验证 T, 是 一 个 链 。 
(1) 儿 ET。， 这 是 显然 的 ， 
(2) 这 A,ETo, 1iE1. 
当 每 一 个 4, 己 P 时 ， 扒 出 A, 守 P; 否 则 有 某 一 个 4;， 玫 


站 于 是 推出 Pl 守 U A 无 论 哪 种 情况 ， 重 有 U4 EET, 


(3) 设 4E7T。 并 且 A 是 X 的 真子 集 。 

当 4 二 P, 时 ， 推 出 PS 4,3 

当 4= 了 PP 时， 推出 P, = 4,， 所 以 P1 己 A,3 

当 A 备 P 时 ， 一 定 有 A 和 了 P 成 立 。( 否 则 ， 由 于 A 与 P 是 可 
以 比较 的 ,就 有 4, 后 P， 从 而 4. 4= (A 必 P)U (PN4), 其 
左 端 只 含 一 个 元 素 /(.4)， 而 右 端 至 少 合 有 两 个 元 案 , 显然 是 不 
能 成 立 的 。 

归结 起 来 ， 无 论 哪 种 情形 ， 恒 有 4A.E7。， 

至 此 证 明了 7 ,是 一 个 链 ， 所 以 了 = 全。， 引 理 4 得 证 。 

引 理 8 了 中 每 一 个 元 都 是 正规 元 。 

引 理 有 的 证 明 令 7 := { PP: P 是 正规 元 }。 我 们 来 验证 
其 一 个 链 。 

(1 分 是 正规 元 ! 

(2) 设 卫 , 是 正规 元 ，iE1， 

若 4ET。 当 每 一 个 P; 己 A 时 ， 推 出 PCS4， 否 则 ， 有 


某 一 个 PP,， 一 4 此 时 又 推出 HP， um 说 明 U 4 与 4 可 以 比 
较 ， 从 而 UA 是 正规 元 ， 


《3)》 设 PP 是 正规 元 并 且 P 是 立 的 真子 集 。 
根据 引 理 4， 了 ,是 正规 元 。 


二 才 


宕 此 证 明了 了 ,是 一 个 链 ， 所 以 了 = 了 ,， 芭 最 小 链 了 中 的 
餐 一 个 元 部 是 正规 元 。 破 最 小 链 了 电 一 个 线性 序 集 。 

C 引 理 节 小 链 了 是 一 个 良 序 集 。 

引 理 C 的 证 明 ” 显 见 儿 是 7 了 的 首 元 于 ,要 证 明 7 是 良 序 集 ， 
只 须 证 有 明 忆 的 每 一 个 分 害 (TT,，T,) 的 后 段 了 ;总 有 最 小 元 。 

令 忆 是 和 中 所 有 元 素 的 并 ， 于 是 已 ET， 并 且 对 任意 的 4， 
ET 了, 和 任意 的 4, EYy:， 恒 有 4 一 PP.4:。 因 此 己 或 者 是 人 
的 最 大 元 ， 些 时 了 ,就 是 后 段 了 :的 最 小 元 ， 否 则 疡 就 是 7 了， 的 最 
小 元 。 至 此 证 明了 了 是 自序 集 。 

引 理 总 是 了 一 { 到 上 到 才 上 的 一 一 对 应 。 

引 再 DD 的 证 明 设 4; 与 4; 是 T- { 义 }r' 不 扯 同 的 两 个 元 
案 , 无 妨 设 .A 后 A4,， 显 热 J(AL)E 4s， 而 fC4: 世 A4);， 所 以 
1 (41) 守 f(A4:)。 说 明 / 是 一 对 一 的 。 

设 TEX， 令 P=U {4 AET 并 生 zx 忆 4 }， 显 然 PET 
-上 了 并且 有 2z= 了 (P}) 成 立 (天 则 将 推出 ,也 不 含有 Zz， 
从 而 得 而 PP' 己 PP 的 错误 结果 》。 说 明 f 是 了- 1{ 五 } 到 革 上 的 喘 

射 。 至 此 引 理 证 完 。 
一 《是 良 序 集 ， 是 了 -~ 二 瑟 上 至 居 上 的 一 一 对 应 ， 


所 以 才 就 被 良 序 化 了 。 [证 冤 ] 
选择 公理 与 良 序 定理 实际 上 是 等 价 的 。 由 后 者 推 前 者 这 一 
简单 的 推 证 留 给 读者 自行 练习 。 


最 后 ， 我 们 再 列举 几 个 与 选择 公理 等 价 的 命题 。 它 们 是 以 
后 经 常 变 用 的 ， 但 证 明 从 略 。 


的 每 一 个 链 都 有 上 罚 ， 则 对 于 任意 的 zx 垂 已， 己 中 有 极 大 元 >。 
I 


直 时 二 


此 处 ， 所 谓 半 序 集 己 中 的 链 ， 乃 指 瑟 的 线性 子 集 。 

fukex 下 到 设 如 是 一 个 全 族 〈 二 好 ) ， 敌 具有 有 限 
寺 征 ， 则 对 十 任意 的 AE wr， 中 ( 按 招 集合 的 包含 关系 己 》 
有 极 大 元 4 一 4。 

丕 处， 所 背 集 族 .w 挫 有 有 限 特 征 ， 轧 指 尝 满足 下 列 二 条 
件 ， 

(1) 车 4E wx， 则 A 的 每 一 个 有 限于 集 也 属于 

(2》 当 集 4 的 每 一 个 有 限于 集 郁 属 十 .x 时，AE x ， 


§12 势 的 运算 


在 第 轨 节 关于 势 的 比较 我 们 曾 遗 留 了 一 个 问题 ， 有 了 良 序 
定理 与 序数 的 可 比较 性 定 建 ， 这 个 问题 现在 可 以 填补 息 来 了 。 
因为 任何 两 个 基数 a 与 5 都 可 以 理解 为 两 个 良 序 集 4 与 8 的 势 , 设 
-4 的 序 型 是 zc， 的 序 型 是 6， 那 么 依据 序数 e 与 8 的 大 小 关系 

up a= ps a>p 
即 可 知道 或 者 4 与 8 的 某 子 集 对 等 ， 此 时 o<<8， 否 则 4 有 子 集 
与 8 对 等 ， 从 而 a 之 b， 至 于 “4 不 与 8 的 任何 子 集 对 等 ， 同 时 8 
不 与 4 的 任何 子 集 对 等 ”的 情形 是 不 存在 的 ， 所 以 任何 两 个 基 
数 总 是 可 以 比较 的 。 这 就 是 势 的 可 比较 往 。 

回 过 来 再 看 定理 1,3 与 定理 1,20 的 推论 ,我 们 就 可 以 知道 ， 
在 无 限 基数 中 ， 从 ,是 最 小 者 ， 其 次 就 是 心 !。 此 外 ， 册 8 了 
的 讨论 我 们 已 经 知道 ， 连 筑 统 势 5 沪 褒 ， ， 弄 在 目 然 可 以 推 
出 c> 谷 1。 世 究竟 是 c= 从 :还 是 c>> 愉 : 呢 ? 这 就 是 著名 的 连 
续 统 问题 ,近代 集 论 的 研究 指出 ,承认 连续 统 假设 〈《e = 前 1) 与 

再 定 过 龟 纹 僵 设 二 老 各 下 其 不 外 村 其 它 公 型 推出 又 与 其 它 公 
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狸 光 杀 抽 。 在 文献 中 ， 常 以 它 厅 表示 针 认 连 续 统 假设 ， 即 c = 
内 1 而 以 一 C 昌 表示 连续 统 假设 的 殖 定 。 
我 们 把 势 为 a 的 所 有 序数 a 组 成 的 集合 记 为 Zt9)， 把 2(@) 中 
的 最 小 元 叫 作 a 的 初始 数 。 例 如 巷 1 的 初始 数 就 是 {以 后 也 写 
作 @u) ,学 :的 初始 数 就 是 w,。 因 为 基数 与 其 初 始 数 的 对 诬 是 
保 序 的 ， 由 此 得 结论 ， 每 一 个 基数 集 〈 按 大 小 顺序 ) 都 是 良 序 
的 。 
鉴于 基数 集 的 温 订 性， 我 们 可 以 用 序数 作 标 号 将 无 限 基数 
依 大 小 咽 序 记 作 
、 
而 将 相应 的 初始 数 记 作 
os Dy a re 
容易 四 出 
Lo 
= (0 ~ WH (wm.) 
Wim) = : Ew} 
= (oI) + LNe) 


并 且 由 定理 1,14 知 道 ， 人 是 矿 (9,) 的 序 型 ， 因 而 淮 就 是 玉 
Com.) 的 势 。 

定理 1,24 设 4EZL(C 兴 .)， 则 存在 递增 的 《有 限 或 超 限 ) 
列 

Non Poe 

在 丈 (4 中 贷 尾 。 

证 明 当 4= 吕 了 以 及 4 是 孤立 序数 时 ， 结 论 是 显然 的 ， 我 
们 只 须 对 4 是 极限 序数 且 4<<。 的 情形 给 出 证 明 。 
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国 为 | 丈 (= 全 。 所 以 可 将 歼 〈 生 排 成 型 为 w。 的 超 跟 


列 
So， Ely ry Ery ee ro 
首先 取 2o = 5o6， 继 而 ， 当 已 取 定 了 
Po poo! 


之 时 ， | 14 E . -<ss 中 有 站， 比 一 切 1s， po 都 天 ， 此 
时 取 这 种 数 E. 的 下 标 最 小 在 作 ?。 进 而 再 取 ?err。 直 至 已 


WE 有 < 
而 刚 1 ,} ,< es 中 不 再 有 数 .出 一 切 1j， po 都 大 为 
站。 此 时 列 上 加 } sco 即 为 所 求 。 
[证 完 ] 
我 们 把 合乎 上 述 定 理 变 求 的 递增 列 {xs} pcs 的 序 型 5 
凡 作 4 的 合 尾 数 ， 把 4 的 最 小 语 尾 数 记 作 cf14。 不 难看 出 ， 对 于 
任意 给 定 的 4EZ( 导 。))，cefi 或 者 是 1 ( 当 4 是 孤立 序数 时 )， 
否则 侨 是 某 个 初始 数 w@。， 其 中 a’' 人 a， 前 面 的 定理 1,21 就 是 定 
理 1,24 的 特殊 情形 (a =0) 。 
最 后 ， 关 于 势 的 运算 ， 我们 只 就 本 书 所 用 到 的 内 容 作出 简 
单 介 绍 。 
任意 两 个 基数 a 与 8 的 和 定义 为 
atb=|AUBI， 其 中 14!=a, |B| =b, ANB=$. 
基数 a 与 5 的 积 定义 为 
ub=|]AxBI, 其 中 [Al=fal, 1B) =56. 
显然 ， 如 上 定义 的 和 与 积 两 种 运算 满足 交换 律 、 结 合 律 ， 
也 及 积 对 和 的 分 配 律 。 
“ 我 们 用 B^ 来 表示 直 积 x f 5 : a€ 4 } ,其 中 一 切 五 ,= 已 
中 47 站 


见 B* 是 所 有 上 映射: -4 一石 的 集合 。 
基数 的 塞 定 义 和 如 下 ， 
b"=|[B*|， 其 中 A|=a 131 =b, 
沈 于 窄 运算 ， 有 于 列 运 算法 则 ; 
Chee} "= heec" 
了 
《eeyt 一 Te 
请 读者 上 已 证 明 。 
下 面 两 个 定理 是 重要 的 ， 我 们 给 出 证 明 。 
定理 1.25 设 [.A4[=a, 由 | P(AD| =2", 
证 明 取 召 = {0,，1}、 于 是 |B|=2。 对 每 一 个 M4， 
令 fuEB* 与 其 对 应 ， 其 中 fw 定义 如 下 : 
1 a€EM 
fu (TX) -{ 
0 ecE 人 if 
疡 吗 作 对 的 特征 勇 数 。 为 为 对 己 4 与 其 特征 函数 fu 的 对 应 是 
PASB’ 间 的 一 对 一 的 满 对 应 ， 所 以 LP(AY| = =2", 
， [证 完 ] 
特别 , 当 .A 是 可 数 无 限 集 时 ,得 [| PCA 站 = 2 导 ， 即 c =2 怕 。 
定理 1.26 (Hessenberg) 从 .为 5. = 向。。 
证 明 对 a 作 超 限 归 纳 法 。 
Q= 0 有 时， 澡 。o Mo = 激 , 的 成 并 是 早已 知道 的 。 
现在 恨 设 对 一 切记 之 a, 伟 :o。 各 s = 从 成立， 来 推 证 贡 。。 
号 。= 区 ,成 立 。 因为 | 玉 (8.)|= 从 ,6， 所 以 只 须 证 明 |Y (0@。)》 
x (tw) |=S、s, 即 可 。 
在 环 (o)x 王 (ao) 上 定义 规范 序 雪 : 
(rc<ctriy6s) 当 且 仅 当 maxtriyGr } maz Ti 


+ 可， 


0 } 
或 者 max1t{ pis 6,1} = max 1{ yas Dr} Vis 
或 者 max 1 ?1 1} =maxt es G2 } sy1 =», ,1 
容易 知道 ， 在 规范 序 下 , 记 (@.) xW tw) 是 一 个 良 序 集 ， 设 
其 序 型 是 g。 一 -方面 ， 因 为 良 序 集 1 (wm) xx 于 (mo。) 有 型 为 @。 
的 子 束 ， 例 如 {0}x 太 (@e)}， 所 以 9 之 @。 另 一 方面 ， 对 任 
音 了 的 (y，O) EW(CG)X 了 (ww。)， 考 虚 出 (yy， 昌 决定 的 、 良 
序 集 开 = 到 oo) XW 了 (CS .) 的 截 片 矿 (y，65) ， 我 们 取 
4=max{y, 81}, 
于 症 
Hy, HEWOALDxWO+t1) 
叉 因 为 和。 是 初始 数 ，4+T<@。， 所 以 
[OAD ) = 
仿 
| 玉 (C4+1) = 


就 推出 
JWey, OEICAT1) X 琴 (4 二 人 


= 
说 朋 良 定做 玉 = 砂 (@j) x 到 (wm,) 的 任何 截 片 矿 (y， 昌 都 不 与 
彤 4 相似 。 从 而 oo。 是 不 可 能 的 。 归 结 两 个 方面 ， 得 5 = 
四 =， Wik 
[wm ) x Wm) | = 全 

从 上 述 超 上限 妇 约 证 明 情 况 得 知 ， 对 任何 无 恨 势 改 ,, 恒 有 

兴 o 人 = 
【证 完了] 
推论 兴 。+ 愉 = 全 =maxrf 伐 。， 全。 
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第 一 章 习 题 


1 、 设 和 A、 了 B、 忆 是 任意 集合 ， 证 明 
A-—-{(B-C)= (4d4- BU CANO)S 
AN(B- C= (CANB)- (CANC)., 
2 ， 上马 知 对 任意 的 集合 好 都 有 4U 开 SBU 成 立 ， 推 证 
ACB. 

3 。 已 如 对 人 性 启 的 集合 诸 都 有 4 机 己 B 邮 成 立 ， 推 证 有 4 
CB. 

4 。 已 知 站 在 某 集 合 已 使 得 4UC= BUC 和 ANC= BNC 同 
时 成 主推 证 4= 卫 。 

5 。 若 对 于 娄 个 集合 代 ，AU MCBU 朋 成立， 可 否 断 言 
ACB? 

6。 若 4 一 B=C-DD， 是 否 一 定 有 AUD= BUC 成 主 ? 

7 了。 若 A4 二 B,C 一 D，]Al=1C|l, |B8|=|D|， 是 否 一 定 
有 (A-8[=|C-DI? 

8. 世 扣 A= {r+10<rEl}, B= {2:0<7<1}:s 请 

具体 给 出 一 个 由 六 到 日 上 的 一 一 映射 ， 

日 。 已 知 4= ft y) :Orl, 0<y<1}, 

Bs { (rz, #) +: 00Sr<1l, 101 |， 
请 具体 给 出 一 个 由 有 4 到 上 上 的 一 一 映射 。 
#10, 已 A= { (x, 9): 0<rel, 0<ySSl}, 
B= {21 0szSE1}, 
请 上 基体 给 出 一 个 由 有 4 到 BB 上 的 一 一 映射 ， 
11。，。 已 知 有 4 由 B= (0，1)， 证 明和 B 二 考 中 至 少 有 一 个 与 
区 间 (0，1) 等 势 ， 
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12。 分 别 闪 出 满足 反 香 、 对 弥 、 传 递 三 性 质 中 的 两 条 而 不 
满足 第 三 条 的 关系 的 例子 。 

13。 就 自然 顺序 而 富 ， 实 数 集 R 是 一 个 线性 序 集 。 请 进 一 
步 回 答 ， 

(DD 下 是 良 序 集 吗 ? 

国 为 有 良 序 的 可 数 无 限 子 集 吗 ? 

晤 再 有 良 序 的 非 可 数 子 集 吗 多 

由 若 0 代 表 任 意 给 定 的 一 个 可 数 超 限 数 ， 试 亿 及 一 定 有 
序 型 是 C 的 良 序 子 集 吗 ? 

昌 请 举 出 严 的 四 个 祖 序 于 全， 其 序 型 分 别 是 包 ， 包 十 凶 
全 大 me 

14。 就 自然 顺序 而 言 ， 区 间 《0，1》 是 一 个 线性 序 集 ， 请 
兴 出 〈0，1) 的 一 个 可 数 效 尾 子 集 。 

15。 设 A 与 B 分 吊 代 表 所 有 的 可 数 哮 立 数 与 所 有 的 可 数 鹤 
限 数 ， 证 明 A 与 B 剖 是 玉 (w1) 的 效 屁 子 集 。 

90116。 由 良 认 定理 证 明 Tukey 引 理 。 


+* lr* 


第 二 章 ”拓扑 空间 


本 章 将 介绍 一 般 拓 扑 空 闻 的 基本 往 念 以 及 在 给 定 集合 上 建 
立 拓扑 结构 的 各 种 方法 。 这 些 概念 是 非常 抽象 的 ， 为 了 使 初学 
者 在 拉 受 这 些 抽 象 概念 时 不 至 于 感到 过 于 突然 与 困难 ， 我 们 普 
先 安排 了 欧 几 里 得 平面 这 -- 节 ， 对 平面 上 的 点 列 收 敏 与 各 娄 重 
要 点 集 作 一 炙 复 避 ， 甚 目的 在 于 为 新 的 理论 提供 一 个 雪景 。 选 
欧 几 里 得 平面 作 普 景 ， 优 点 在 于 它 简单 、 直 观 。 十 九 半 纪 末 ， 
CCantor 开创 的 集合 论 ， 为 现代 数学 开 胖 了 广阔 的 狂人 台 ， 事 
实 上 ，Contor 的 工作 其 主要 发 源 地 就 是 欧 氏 宗 间 ， 不 仅 包 括 
这 种 空间 上 的 集合 理论 ， 而 且 包 括 了 这 种 室 间 的 拓扑 结构 。 二 
十 世纪 初 ， 由 于 Frechet、 FoRiesz, Felilausdorff 以 玉 
C+ Kuratowski, J 上 LsMoore 等 数学 家 的 共同 工作 ， 创 次 性 地 
把 拓扑 结构 推广 引入 到 抽象 的 入 合 上 来 ,建立 了 拓扑 空间 理论 ， 
其 中 心 "有 ausdorf 的 工作 尤为 出 众 。 本 章 的 最 后 几 节 ,将 从 不 
同 的 方面 给 空间 提出 一 些 限 制 性 条 件 ， 这 是 因为 空间 越 广泛 内 
容 就 越 贫 乏 。 当 我 们 对 一 般 拓 扑 空 间 加 工 某 些 限 盘 之 后 ， 它 就 
号 数学 中 已 经 国 现 量 为 我 们 所 就 悉 的 各 种 具体 空间 更 接近 了 ， 
从 而 使 我 们 能 够 对 这 些 空 铅 以 及 它们 徇 各 种 性 质 从 本 质 上 有 更 
深刻 的 理解 。 


§$ 1 欧 几 里 得 平面 


我 们 按 习 惯 把 欧 几 里 得 平面 记 作 五 23， 五 : 的 卡 是 久 实 数 
9 Bou 


作 举 标的 二 元 序 偶 。 设 p= (Tz，》)》 与 9= 人 2) 是 上 :的 
两 点 ， 于 是 有 唯一 确定 的 非 负 实数 
MrT) ty ye, 
叫做 pp 到 9 的 距离 ， 记 作 
olp, oO)= NE-7 yy 
在 这 里 9 是 以 二 元 序 偶 ‘p，9) 为 变 元 的 非 英 实 值 通 数 ， 
并 且 满 足下 列 三 条 性 睦 ， 
《1》e 《pp，9)》 = 0 的 充 要 条 忻 是 p= gs 
(2 .0 (p, 9 =8 (qs bp) 4 
(3) @ tp; 0) Ee (Cp, +e lly 0) 。 
在 数学 分 析 中 ， 点 列 询 收 代 是 一 个 极 重 要 的 基本 和 概念， 所 
列 { pt} 收 化 于 点 ps， 就 其 直观 的 通俗 的 合 义 来 说 ， 就 是 ;路 
可 以 无 限 地 接近 ,要 多 近 可 以 有 多 近 ， 只 和 需 i 之 分 地 大 。 二 :上 
具有 是 离 结 袍 ， 上 月 然 就 有 了 远近 关系 ， 从 而 借助 距离 概念 定义 
了 收 和 化， 
点 列 { b; } 收敛 于 点 p 是 指 对 于 任意 给 定 的 >0， 存 在 NN， 
使 得 o(p;，p) < 之 2 对 一 切 tfD> 玉 恒 成 立 。 
基于 收 襄 ， 有 一 系列 的 重要 性 质 ， 例 如 : 常 列 收 敏 ! 收 化 
序列 必 是 基本 列 《Caucp3y 列 ) ， …*…: 等 。 回 顾 一 下 这 些 性 质 的 
证 明 ， 我 们 就 会 发 现 证 明 中 涉及 到 的 不 外 乎 是 距离 6 的 三 条 基 
本 性 质 。 
设 p 是 鼎 : 的 一 点 ，s 是 尾 谷 正 数 ， 用 S(tp 号 表 冰 中 心 在 各 
半径 是 e 的 圆 形 区 域 ， 即 
Sip 2)= {gt:eo(p, qe}, 
称 做 上 的 e 一 邻 城 , 平 面 上 的 集合 UU 如 果 包 含 了 pb 的 芝 个 :一 邻 域 ， 
那么 我 们 就 称 0 是 p 的 邻 域 。 把 p 的 所 有 的 邻 域 记 作 多 (p}， 叫 
? 5 和 


做 户 的 邻 城 系 ， 容 易 证 明 多 (bp 具有 下 列 基 本 性 质 : 
(1) 所 ?名 多 5) 
(2) 若 UEg(p),，W 则 peEU; 


(3) 浴 UEg Pp), UCHW, NWF Ey ps 
C4) 若 ,Veg(p, MUNVEg (pp); 


《5) 车 UEg(p)， 则 存在 广 ， 使 得 peEVCU， 并 对 于 
尾音 的 9EV , 悟 有 了 严 区 入 fo)， 

我 们 可 以 用 舍 域 的 要 念 来 刻 划 收 和 你 ， 同 时 岂可 以 用 收效 概 
念 来 刻 划 部 域 ,就 这 个 总 尺 上 上 来 说 , 部 域 与 收 敏 所 起 的 作用 是 等 
价 的 。 我 们 不 难得 到 以 下 结果 ， 《请 读者 作为 练习 证 明 一 下 ) 

结果 1 点 列 { 3 收 策 于 六 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任意 一 
个 UEg(p)， 存 在 访 ， 使 了 ,ED 对 一 切 i 守信 成 立 。 

结果 2 集 0 是 bp 的 邻 域 的 充 要 条 件 是 对 于 每 一 个 收 雍 于 
的 点 询 {p; }， 痢 存 在 白 然 数 入 ， 使 得 i 守信 时 ，p ;ED，。 

坷 UU 是 jp 的 邻 域 ， 我 们 称 p 是 0 的 内 点 。 若 上 是 其 每 一 点 移 
邻 域 ， 那 么 吕 称 作 开 和 集 。 换 言 之 ， 每 一 点 都 是 其 内 点 约 集 叫 开 
集 。 注 意 到 邻 域 系 (p) 的 基本 性 质 (5) ， 我 们 可 以 借助 开 
集 的 概念 来 刻 划 邻 域 ， 从 而 说 明 开 集 与 邻 域 所 起 的 作用 也 是 等 
价 的 。 

结果 3 和 集 0 是 py 的 邻 域 ， 其 充 要 条 件 是 存在 开 集 VF， 使 
得 pEVCU。 

我 们 再 介绍 几 种 起 同样 作用 的 重要 点 集 。 

若 集 目的 余 集 是 开 集 ， 则 称 太 是 闭 集 。 那 么 ， 开 集 的 余 集 
是 闭 集 ， 而 闭 集 的 余 集 是 开 集 ， 开 集 与 逆 集 有 互 余 关 系 。 

开 集 有 基本 性 质 ， 

(1) 他 与 上 :本 身 是 开 集 ; 

pb 和. 


(2) 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 ， 

《3) 任意 多 个 开 集 之 并 是 开 集 。 

根据 De Morgan 公式 容易 得 到 闭 集 的 基本 考 质 ， 

《1) 巍 与 上 6: 是 闭 集 3 

(2) 有 限 多 个 闭 集 之 并 是 闭 集 ; 

《3) 任意 多 个 闭 集 之 交 是 闭 集 。 

对 于 万 ?的 一 点 p 和 集 4， 我 们 定义 ; 

olps A)=inf {eltp, 9) :qe A} 

电信 六 到 4 的 距离 ， 明 见 ， 若 pE 4， 月 然 泊 et 加 -4 = 0, 但 
反之 不 真 。 

我 们 把 集 4= { p :elp, 有 =0 叫 做 4 的 闭 包 ,而 4 由 的 
每 个 点 p 部 叫做 4 的 附 巾 点， 于 是 ，pE 本 的 充 要 条 件 是 对 每 
一 个 n 存 在 p,E4， 使 得 eCp,ps) < 一， 换 音 之 和 是 4 的 附 贴 


点 ， 其 充 要 条 件 是 4 中 有 点 列 {pi } 收 黎 于 PP 

转 别 ， 著 有 4= 玉 :， 则 称 4 是 上 ?的 胡 密 子 集 。 

以 下 事实 是 显然 的 。 

开 图 A= {(z ?222+y<ci 是 开 混 ， 但 不 是 闲 集 ; 

闭 圆 器 = {(z，37 3 22+%5<1 } 是 闭 集 ， 但 不 是 开 集 ， 

但 是 有 ， A=B=8B 

平面 忆 : 由 开 钱 段 工 = { (zx，0) :jz| < } 既 不 开 双 不 闭 ， 
工 = {(z， 0) :zlstih。 

有 理 点 集 避 = { (x，3) :与 y 皆 是 有 理 歼 } 既 不 开 又 不 
闭 ， 但 心 是 三 :的 可 数 稠密 子 集 。 

我 们 把 集合 4 与 其 闭 包 4 的 这 一 对 应 可 以 看 成 是 已 (五 21) 到 
其 自 喘 中 的 一 个 映射 ;叫做 闭 包 算 子 ,其 中 PLE?) 虽 未 EE? 的 全 

bhs 


体 子 集 ,显然 ,这 个 算 子 是 单 油 递 增 的 , 子 AB, 必 有 有 cB 
应 该 注意 ，A 叶 B 并 不 能 保证 A 二 8。 

闭 包 算 子 有 如 下 基本 广 质 : 

(1) YG = 

(2) ACA4 

(3) AUB= AUDB 

(4) 4A=4 

(1) 一 (3) 的 证 明 都 是 显然 的 ， 我 们 这 里 特别 给 出 4 性 
4 的 一 种 证 甩 上 方法: 

设 pE 4, 于 是 存在 ps4，e(p，pr) << 疗 ， 而 对 于 每 一 


个 PE 入， 又 存在 00E 4 出 0 (po qt)< 土 ， 可 以 看 
出 :gg'mEAH 


otp;, q's op b+olp wy) 2 
a 人 操办 
这 说 了 明 4 中 有 点 列 {1950 } 收敛 于 p， 所 以 ，p EA 这 就 


证 明了 A4 己 A。 

这 里 再 到 的 方法 ， 叫 导 “对 角 线 法 ”， 应 读 引 起 注意 的 是 
在 这 个 例子 里 ， 不 同 的 ft， 点 列 {qi } 各 自 疝 p, 收 合 的 速度 
是 一 臻 的， 统统 是 


@lpr GCE nl 2 
这 种 一 至 性 是 非常 重要 的 ， 了 破坏 了 这 一 点 ， 就 不 足以 保证 
{ 3953 于 涪 尹 收 化 。 例 如 ， 第 n 列 {qa } 按 g(p,，g 7) 之 
一 收效 ,显然 有 : {g's 一 bw 但 是 ,不 能 保证 19532 上 收 


十 要 


"bbe 


雍 于 p。 因 为 


(a tn ， 人 
Op SB 让 十 全 )<< 一 十 二 一 


1 1 
mts 
吾 : 中 还 有 许多 类 型 的 重要 的 点 与 集 ， 我 们 不 再 一 一 介绍 
了 ， 对 已 介绍 的 收 伍 、 邻 域 、 开 集 、 闭 集 、 闭 包 之 间 ， 如 何以 
一 个 去 刻 划 另 一 个 ， 也 不 再 装 述 ， 因 为 原 以 后 几 节 中 这 些 术 语 
又 将 青 次 登场 ， 不 同 的 是 ， 舞 台 不 再 是 二:， 而 是 在 更 广 证 的 
舞台 一 -拓扑 空间 。 
马 : 本 身 有 两 个 特殊 性 ， 其 一 是 鼎 : 的 点 最 不 是 实数 ， 但 却 
是 以 实数 为 坐标 的 二 元 序 对 ， 其 二 是 瑟 : 的 两 个 点 p= (z，y)， 
g= 《rT/，》 小 辣 的 距离 8(p，9) 的 规定 也 是 过 于 特殊 


Op, 0) = AT 一 2 2 十 (3 一 7)2。 

为 了 概括 数学 中 的 很 多 有 具体 寻 象 ， 可 作 如 下 推广 。 

设计 是 一 个 集合 ，e@ 是 定义 在 这 x 这 上 的 一 个 非 负 实 值 疯 
数 ， 并 自满 是 下 列 条 件 ， 对 于 任意 的 rr、> 和 zEE 六 

(1 6fz，93)= 站 当 且 仅 当 z=y 

(2) pr, Vy)= ory, Tx) 

(3) p(x Yor 2) +ofz， #) (三 角形 不 等 式 ) 

其 中 让 x 三 = {Cx，Y) 52 3 所 和 是 于 与 和 和 碳 的 直 积 ， 
条 件 〈1t) 一 (3) mm 做 度量 三 公理 ，8 叫 做 夫 上 上 的 度量 或 距离 函 
数 ，8@(z，3) 叫 做 z 到 3 的 下 离 ， 具 有 上 距离 结构 的 集合 叫做 度量 
空间 ， 记 作 (XX，8)。 

在 上 述 定义 中 ， 若 把 笨 件 (1) 

Q(T =- OT=y 
换 成 条 件 《1)’ 
» 67. 


FE hE Re- er—— -一 -一 一 ”一 一 一 一 一 “一 一 一 ”一 


T= 4 一 一 Dfr， J)=0 
那么 相应 的 8 就 电 做 的 度量 ，《 怀 ，B) 叫做 盆 度 量 空间 。 
流下 举 几 个 例子 。 
例 1 # 维 歌 几 里 得 空间 "是 度量 空间 。 
二 "中 的 点 是 有 序 的 ”元 实数 组 ， 对 于 任意 点 z = (x1 x3， 
和 yy 下 商定 义 为 


0 (x, 人 = 习 人 0 
《1》 、(2》 成 立 是 显然 的 。 (3) 成 立即 本 证明。 
(Ee (0) 
。 1 
十 1 达 (219%) 
by t=l 
车 令 ai = 二 Xi 一 219 bi=2:— Yi 则 上 上 式 为 
可 要 对 
( CE Sa ")* +( Eb, ) 
为 此 只 须 证 明 


马 《ai 十 也 让 二 二 了 ,i t+ 2 Babit 2 6, 和 和 Sa 


+2( on) ( 00) + .01 
也 就 是 要 证 明 Couchy 不 等 式 


为 此 ， 考 虑 二 次 多 项 式 


Piy= Bardtbi)=A TS ort2AT obit Bb 
站 加 生 让 i=1 iml 


» Bas 


由 于 户 (4J 之 9， 于 是 判别 式 满嘴 
六 = | 5 od) -4( 5 a 3 < 
财 此 就 推出 了 Cancpy 不 等 式 、 这 样 


明 。 
例 2 iiber! 空间 上 * 


到 
这 ~ 
dl} 
i 
一 | 
my ™ 
着 
EE 
1 
一 上 
[Edy 
党 4 


E" 中 的 点 是 实数 序列 z= {z。 上 ， 其 中 马 zo? 足 收 全 的。 
点 z= 1 z, 二 配点 y= fy } 的 距离 定义 为 
Q(x, »=( 3 Gy 全 


以 下 只 验证 一 下 三 角形 不 等 式 ， 其 它 二 条 件 是 明显 的 。 首 
先 说 胃 一 下 e (x， 芒 是 非 负 空 值 隐 数 。 

事实 上 ， 从 互 " 中 三 角形 不 等 式 知道 ， 对 于 点 (x ，… 21)、 
CO, 0 Cy 有 


(3 (zx1— -yj< <( Ss:)* +( 2) 
这 个 不 等 式 对 任意 下 然 数 1 都 是 成 立 的 ， 那 么 令 frco 时 ， 由 
于 名 zi 和 宣 y: 是 收 仇 的 ， 训 能 准则 (一 7 六 
收效 ， 这 就 说 明了 e (zx， 加 是 一 个 非 负 实 入 函数 。 
其 次 ， 由 不 等 式 
(三 cy <( 全 Gz0 
+( G2 2) 


当 n>oo 时 ， 取 极限 即 得 到 (3 ， 这 就 说 阴 Hiibert 空间 E” 
* Do" 


是 一 个 度量 空间 。 
例 3 ”为 了 便于 研究 连续 函数 序列 的 一 致 收 筑 仁 ， 我 们 可 
以 建立 这 样 的 函数 空间 ， 
种 = {Tzf Xi 是 asfe 上 的 实 值 连续 肯 数 } 
其 上 两 点 x 与 y(t) 间 的 距离 为 


个 (7Z y= max|ztt)— ytt)| 
和 


不 难 验 证 《 玉 ，@) 是 一 个 度量 空间 。 

这 个 例子 说 明 对 函数 序列 的 一 致 收 伊 的 研究 可 以 纳入 到 度 
量 空 间 中 去 。 

例 直 和 散 度 量 空间 

设 直 是 任意 集合 ， 坟 中 任意 两 点 rz，% 的 距离 规定 为 


0， 当 二 y 了 时 
0Q CX, ”={ 
1， 当 光大 VvV 时 。 
上 式 显然 满 足 距 离 三 条 件 ， 从 而 使 及 成 为 度量 空间 ， 这 个 


空间 人 叫做 散 空间 。 

从 上 边 的 例子 可 以 看 到 推广 怠 : 以 后 得 到 的 度量 空 旬 比 户 : 
已 广泛 得 多 了 ,而 且 令 人 欣 早 的 是 ， 在 豆 2? 上 所 设立 的 站 人 黎 、 邻 
域 、 开 集团 集 , 闭 包 等 概念 以 及 有 关 的 种 种 结论 ， 几 乎 可 以 不 
加 改动 地 完全 角 所 到 度量 空间 上 来 《读者 可 以 做 为 一 个 练习 做 
一 下 ， 是 很 有 塌 义 的 )。 但 是 ， 我 们 的 目标 是 建立 比 度量 空间 更 
广 攻 的 一 类 空间 一 一 拓扑 空间 。 上 度量 空间 对 我 们 依然 是 过 于 局 
限 和 特殊 ， 其 特殊 之 处 在 于 它 具 有 距离 结构 。 珀 离 固然 是 刻 划 
远近 前 一 种 非常 好 的 手段 ， 但 它 并 非 必需 ， 不 久 我 们 就 会 置 
到 ， 确 有 许多 空间 其 上 的 远近 关系 不 必要 甚至 根本 不 可 能 用 距 
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离 来 刻 划 。 


8 2 拓扑 空间 的 基本 概念 


定义 1 设 半 是 一 个 集合 ,是 站 的 一 个 子 集 族 , 它 满足 以 
下 条 件 ; 

(1) 他 与 和 EF， 

(2) 车 Ui, UEF, 则 UI NUE YF, 

(3) 着 UE 了，iE1 其 由 指标 集 7 有 限 或 无 限 ， 则 
WUEe, 


此 时 我 们 称 了 是 苇 上 的 一 个 拓扑 (Topology) ， 并 把 六 
中 的 元 素 称 做 开 集 (opee set) ,把 具有 拓扑 结构 的 集 瑟 叫 做 拓 
扑 百 间 (Topological space) ， 记 为 《 王 ，7) 或 简 记 作 空 
间 工 。 

例 5 在 度量 空间 (X，e) 中 ， 岂 度 景 e 诱 导出 的 集 族 池 
= {Us: UCX， 当 pEDU 时 ， 存 在 S(pse) ,使 pESCpye)cCU} 
(其 由 SCpye)= {rEXT :eltr，)}<s } ) 就 是 于 上 的 一 个 拓 

扑 ， 我 们 通常 说 度量 空间 是 拓扑 空间 ， 即 是 指 上 述 意义 。 

例 6 对 任意 一 个 集合 瑟 ， 可 以 取 作 与 工 组 成 拓扑 ， 它 所 
售 开 集 最 少 ， 叫 做 粘 拓扑 ， 也 可 以 取 一 切 子 集 组 成 拓扑 ， 它 所 
含 开 集 最 多 ， 叫 做 散 拓扑 。 

对 间 一 集合 ， 可 以 赋予 不 同 的 拓扑 以 均 成 不 局 的 拓扑 空 

间 。 两 个 不 同 的 拓扑 并 不 一 定 可 以 按 包含 关系 比较 大 小 ， 待 别 
当 9 .9 时， 说 爷 : 比 .9 和 粗 《 小 ), 或 说 . 汪 3 比 .7 细 ( 大 )》 
这 就 是 说 ， 集 合 芝 上 的 所 有 拓扑 ， 按 “c” 形 成 半 序 关系 ， 煌 
拓扑 、 散 拓扑 分 别 是 最 小 元 、 最 大 元 。 

4 1s 


定义 2 谈 (X，.)》 是 拓扑 空间 ，z 是 光志 的 点 ， 而 7 己 
大， 著 存 在 瑚 E.7F， 使 得 zEFCD， 则 称 忆 是 zz 的 部 域 
(nefghboriood) 。 

由 定义 可 知 ， 开 集 是 其 自身 每 一 点 的 邻 域 ， 串 做 开 铝 域 。 
一 点 的 贸 域 未 必 是 开 邻 域 ， 但 必须 包含 该 点 的 一 个 开 和 邻 域 。 

在 烙 空 间 中 ,一 个 点 z 仅 有 一 个 邻 域 ， 即 到 本 示 : 在 区 空间 
中 ， 合 点 z 插 任意 集合 都 是 z 的 开 邻 域 ， 特 别 单 点 华 {z 上 是 2 
开 邻 域 ; 在 实数 空间 中 ,二 是 z 的 邻 域 的 充 机 条件 是 避 包 含 着 某 个 
天 区 间 (x -ce，x +e) 作为 它 的 子 集 , 这 时 x 的 邻 域 未 必 全 是 开 
的 。 1 

以 后 用 ag” 〈z)》 表示 点 z 的 所 有 邻 城 , 叫做 > 的 邻 战 系 。 

定理 2,] 设 (x，. 了 7) 是 拓扑 室 间 ，z 是 其 任 普 一 点 ， 则 邻 
城 系 多 (rz) 具有 如 下 性 质 。 

(1) XECT)s 

(2) UE UCHW, MV Eg x) 

(3) BU VEg(T), MUNT ES (); 

(4) 若 UEg(X)， 则 大 二 使 zEVCDU， 晶 对 于 每 一 
个 yEVF， 有 VE (Y)。 - 

证 明 《1) 与 (2) 可 直接 由 邻 域 的 定义 推出 。 (3) 的 
证 明 主 要 是 利用 开 集 的 性 质 (2) 。 事 实 上 , 假设 US VE 
(z)， 那么 存在 开 集 V#、F*#， 使 

EEUU rEV# 
根据 开 集 性质 (2》，U* 由 VV* 是 开 集 ， 有 
rEU#N#CU Nr 

所 以 UN 了 便 是 x 的 邻 域 。 

最 后 ， 我 们 来 证 了 明 (4) ， 

a 62 。 


由 于 UEg (rz)}， 可 知 存 在 开 集 广 ， 使 

rEVoU 

由 于 六 是 开 集 ， 帮 对 于 每 一 个 yEV， 让 是 y 的 邻 域 ， 即 六 
所 (CV) 。 从 而 (4) 成 实 。 

[证 党 ] 

定理 2,2 黄 (x，.?) 是 拓 盾 空间， 而 4 是 六 的 于 和 集 ; 则 A 是 
开 集 的 充 要 条 什 是 4 是 其 所 含 的 每 一 点 前 邻 域 。 

证 了 明 ” 关 二 必要 恬 前 边 马 经 讲 过 了 ， 渴 在 来 证 明 充 分 性 。 
由 于 对 rzE 4，A 是 x 的 邻 域 ， 则 存在 开 集 :， 使 YE 了 VC 己 A, 效 
A= UY:, 所 以 A 是 开 集 。 

[证 完 ] 

定义 3 该 (7,. 了 7) 是 拓扑 空间 ;而 4 二 半 ， 当 .A 的 余 集 是 开 
集 轩 ， 利 :A 汶 诸 集 tciosed set)。 

出 定义 可 知 ， 一 个 集合 是 开 集 ， 其 充 杰 条 件 是 该 集 的 余 集 
是 闭 的 。 应 用 De 计 orgon 公 式 容易 证 明 关 于 闭 集 的 三 条 基本 性 
质 。 这 些 性 质 是 与 开 集 的 性 质 相 呼应 竟 。 

定理 2.3 设 了 是 拓扑 室 间 的 闭 集 族 ， 则 

(C1) SS, XEF: 

C2) 车， 了 EF, NFU FES) 

C3) 莉 F .EF, iEl, 则 DFE 


定义 4 设 (z，.y) 是 拓扑 空间 ， 而 .4 改 ， 我 们 把 包含 4 
的 所 三 闭 集 之 交 称 做 4 的 闭 包 (closure)， 记 作 加 即 刀 = 和 
{ 下: 玉 是 团 集 ，ACCF }。4 中 的 点 叫做 A 的 附 贴 点 (或 接触 
点 ) 。 
由 定义 可 知 ，A 是 闭 集 , 且 是 包含 4 的 景 小 闭 集 ,不 难 证 明 ， 
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拓扑 空间 的 一 个 子 集 刀 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 = 下。 于 是 又 
可 推出 7 是 开 集 的 充 要 条 件 是 天 = 可 = 大- D。 

集 与 集 的 闭 包 可 以 看 作 是 一 种 对 应 关系 。 即 设 ( 互 ,条 ) 是 拓 - - 
扩 室 间 , 而 P(X) 表 下 的 一 切 子 集 ， 那 么 对 任意 的 4E P(X), 部 
有 了 唯一 的 集 4E P(X) 与 之 对 应 ,此 对 应 称 之 为 闭 包 算 子 。 

定理 2.4 ”对 任意 一 个 拓扑 空间 来 说 ， 集 和 集 的 闭 包 的 对 
应 ~ ，P( 久 )>P(X) 具 有 下 列 性 质 ， 

(1) 他 = 好; 

(2) .444 

(3》 AUB= AU By 

(4) = A, 

证 明 ” 因 多 是 闭 集 ， 帮 (1) 成 立 。 

( 2》 由 定义 可 知 。 

关于 (3 ) 的 证 明 ， 首 先 证 明 闭 包 算 子 具 有 单调 递增 性 质 ， 


AC 六 一 一 和 4 
事实 上 ， 因 为 4 是 包含 .4 的 最 小 闭 集 ， 由 4c= BC B, 知 8 
是 包含 4 的 闭 集 ， 故 

ACB, 
应 用 单调 性 ， 因 为 
ACAU B: BEAUB 
所 以 ACAUB; BAUB 
大 而 了 U AU 
另 一 方面 ， 由 《2 有 

.ACA BECB 

+ 


一 一 ua -mr 一 一 


AUBCAUBP 


而 4UB 是 闭 案 ， 上 朋 包 含 4U 8B， 故 
AUBCAUB 
综合 上 述 得 AUB=AUB 
”关于 (4) ,因为 4 是 轩 集 ,所 以 4= 有 4 
【证 完 】 
定理 2.5 设 (有 ,了 ) 是 拓 盾 空间 ，zEX,， dCCX, 则 z 
是 4 的 附 贴 点 的 充 要 条 件 是 z 的 每 一 个 邻 域 与 4 相交 。 
证 明 必要 性 。 儿 不然， 即 存在 开 集 UE (x)})， 使 UN 4 
= 由。 于 是 有 
ACX-U 
由 于 区 -UU 是 闭 集 ， 则 
ACX-U 
从 而 xED 不 是 A 的 附 贴 点 ， 了 矛盾 。 
充分 性 。 芳 不 然 ，z E.4。 于 是 zE 庆 -4 而 忆 -4 是 开 集 ， 
它 便 成 为 z 的 一 个 与 .4 不 相交 的 开 邻 域 。 矛 盾 。 
5 证 完了 
定义 5 设 〈X，.7) 是 拓扑 空间 ，ACX，, 若 点 +z 的 每 
一 个 邻 域 都 含有 4 一 tz 了 中 的 点 , 则 称 z 是 4 的 束 点 Coccumu! 
ation poinf)。4 的 所 有 豪 点 之 集 思 敌 A 的 导 集 (derived sef)， 
记 作 .4 (或 4 人 ) 。 
我 们 把 豪 扣 与 附 贴 点 做 一 个 比较 ， 
XE A 所 >2 的 每 个 邻 域 都 含有 -4 的 点 ， 
了 EA < 之 + 的 每 个 邻 域 部 含有 A- { x} 的 点 。 
最 然 ， 4dC 4 
» Bhs 


定理 2.6 = .4U A! 
证 明 根据 上 面 的 讨论 ， 有 
.可 | 4 

为 了 讶 阴 4c 4U4， 设 zE 并 ,于 是 z 的 每 一 个 邻 域 U。 都 
与 4 相交 。 因 为 4= (4 一 {x})》U {xz} ,所 以 或 者 有 x€ A4， 
否则 每 个 己 。 中 含有 44- {2 |} 的 点 ， 后 者 即 x€E.A4/， 从 击 YEE4 
UA’, 即 A4CAUA'。 

[证 完 ]】 

此 外 还 有 许多 明显 的 结论 ， 留 得 读者 自己 证 明 ， 它 们 是 : 

性 帆 A! 是 财 的 ， 

.4 是 堵 集 的 充 要 条 件 是 42c .4 

他" = 网 } 

2» 人 人 

着 4 三 B， 则 A'SB' 

CAU BY’= A UB', 

我 们 不 难看 出 ， 烙 空间 中 的 任意 一 点 ?是 除了 弛 和 十 *} 外 
每 一 个 集 的 聚 点 ， 同 时 又 是 每 一 个 非 空子 集 的 附 贴 点 ， 散 空 略 
中 每 一 点 不 是 任何 一 个 集 的 聚 点 。 在 实数 空间 中 ， 人 情况 比较 复 
杂 ， 要 随 集 而 异 ， 这 是 我 们 在 数学 分 析 中 就 已 熟悉 的 。 

定义 6 在 拓扑 空间 中 ，, 漆 4 是 z 的 邻 域 , 则 称 z 是 4 的 内 点 
《inferior Doint) , 集 AA4 的 所 有 内 点 之 集 串 敌 .A 的 办 部 (interior)， 
记 作 A"{ 或 A4 7)。 

由 于 对 每 一 点 zEE A* 来 说 ，.A 是 x 的 邻 域 , 故 存 在 着 开 集 六 ， 
使 YEVCA， 集 .4 便 是 中 每 一 点 的 邻 域 ,所 以 六 中 每 一 点 都 是 
.4 的 内 点 ， 即 zEF cs .42， 这 样 就 说 明了 寺 是 其 目 身 每 一 点 的 
邻 域 ， 故 .4° 是 开 集 。 因 为 包含 于 4 的 每 一 开 集 中 的 所 都 是 4 的 

站 6f 由 


内 点 ， 故 4 是 包含 十 4 的 最 大 开 集 。 进 而 可 以 推出 :4 为 并 举 
的 充 要 条 件 是 4= 二。 

除去 上 述 基 本 概念 之 外 ， 其 它 的 我 们 只 作 如 下 罗 烈 。 关 于 
它们 的 性 关 以 及 相互 间 的 联系 我 们 不 再 讨 沦 。 

定义 了 集 4 的 外 点 (ezierior point) 巧 措 站 一 A 的 内 点 ， 
集 4 的 外 点 全 体 叫 做 4 的 外 部 (erterior)y 记 人 4 。 

定 兴 8 一 个 点 x*， 当 它 既 不 是 4 的 内 点 ， 文 不 是 4 的 外 尽 
时 ， 则 称 z 是 4 的 边界 点 ， 集 4 的 边界 点 的 全 伍 叫 做 4 的 边 页 
《5ouzcdary)y 记 作 二 

显然 ，A:= (XX 一 A4)? 

在 拓 盾 空间 下 中， 对 于 每 一 集合 4， 部 可 以 将 让 分 成 互 不 
相交 的 三 部 分 

X= A° NA'Y A' 

落 天 是 个 粘 空 间 ， 我 位 容易 看 出 ， 

?= 落 4 有 下、 好 所 大 ， 则 4 = 多 

落 4GC 瑟 、4s， 则 4 = 天 此外， 好 和 = 和 = 作 ， 硕 当 
MIC 下 ，4 二 嫩 、4 反 天时， 则 4 = 未 。 

藻 天 是 个 散 空 间 ， 我 们 容易 君 出 

A*=A=Ad; A*=。 

若 耻 是 实数 空间 , 则 又 随和 集 而 异 了 。 例如 当 4 为 整数 集 时 ， 
则 有 4*= 名 ，4= 4， 而 4*=A; 当 A4=[a, tb 则 有 A= 
(a b)，A=A4， 而 4'= { a, pb 当 4 为 有 理 数 集 ， 则 有 -4 
=@, (C4)-=@, A=X, (A")"=X, A'=X, 

从 上 面 的 叙述 中 ,我们 可 以 发 现 闭 包 运 算 与 内 部 运算 二 者 
相互 是 不 可 以 交换 运算 顺序 的 。 
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至 此 ， 我 们 对 主 托 站 空 简 的 诸多 基本 概念 已 经 作 了 初 纱 介 
绍 ， 这 里 不 切 拒 我 们 引入 这 些 概念 的 路 线 综合 成 下 面 这 样 一 个 


示意 图 4 
拓扑 : 开 人 条。 闭 ， 入 


pe 闭 集 族 
, | 
邻 “ 域 闭 包 
~ 附 巾 总 
~ 
内 点 京 态 
内 部 ， 叶 集 


边 算 点 外 点 

边 卉 外 部 
如 果 我 们 再 把 上 而 介绍 过 的 用 一 个 娄 念 去 剂 划 另 一 个 慨 念 
的 有 关 定 理 《 如 定理 2， 定 理 5 等 ) 以 及 了 明 开 的 事实 都 用 箭头 
表示 在 这 个 示意 图 中 ， 细 心 的 读者 将 会 发 现 ， 这 是 一 张 “四 
通 和 八 达 ” 的 线路 图 ， 即 任何 两 个 概念 之 间 都 会 有 一 往 一 返 的 入 
头 ， 这 一 事实 告诉 我 们 ， 如 果 任 意 选 定 一 个 雍 念 做 为 出 发 点 ， 
财 其 余 的 概念 就 随 之 而 定 了 ， 换 句 话说， 即 在 一 个 集合 上 建立 
拓扑 结构 的 方法 是 多 种 多 样 的 ， 在 下 一 节 我 们 将 详细 的 讨论 。 


$ 3 建立 拓扑 的 基本 方法 


在 上 节 ， 我 们 介绍 了 在 集合 上 嫂 立 拓扑 结构 的 一 种 方法 ， 
即 指定 开 集 族 《满足 条 件 1》 一 《3》》。 当 开 集 族 确定 了 之 
由 主攻 


后 ， 那么 邻 域 、 闭 集 、 闭 包 …… 也 就 全 都 确定 了 ,.， 寿 这 一 节 里 
我 们 将 介绍 其 它 一 些 方法 ， 例 如 指定 邻 域 系 的 方法 ,指定 闭 包 
算 子 的 方法 ，……'。 正 象 上 一 节 末 尾 指 出 的 那样 ， 我们 可 以 将 
3 的 中 介绍 过 的 无 论 哪 一 个 基本 概念 取 便 出发点， 都 紫 按 照 示 
意图 C$ 2) 中 四 通 八 达 的 路 线 走 下 去 ， 使 这 个 出 发 点 是 决定 
一 切 ， 的 并 于 不 会 引起 概念 上 的 混乱 。 

以 下 首先 候 邻 域 概念 开始 ，Hoksdorff 定 义 拓 站 空间 就 是 
用 的 邻 域 概念 。 

《一 ) 设 和 是 一 个 集合 ， 若 对 每 一 点 zE 反 ， 都 有 一 个 子 
集 族 zg (z) 与 z 对 应 ， 并 且 满 足以 下 条 件 ， 

人 XE2z) 

加 者 UE (2), UECW, WW Eg 《zj 

鲍 关 U,，V Ez (x), 则 UNV ES (7) 

井 若 TEY tx)， 则 存在 广 ， 使 YEVCU， 并 县 对 于 V 中 每 
一 点 y， 有 VE (Cy). 

那么 集 族 

= {A 二 玉 且 对 每 一 个 EA，AE (7x)} 
便 是 世上 的 一 个 拓扑 《〈 即 元 满足 开 集 族 条 件 《〈《1) 一 (3) ) ， 并 
有 多 (z) 怡 好 是 拓扑 室 闻 《起 ， 多 ) 中 点 zx 的 邻 域 系 。 

证 明 首先 验证 .满足 开 集 族 条 件 《1) 一 〈3) 。 

(1) 显然， 少 E. 了 FF， 义 由 中 知 XXES。 

(C2) 设 U ,VE 了， 当 XEUNV 时 ， 那 么 由 于 x ED, zx 
记 ， 便 知 0 Eg (rz)、VEU(z), 于 是 根据 @，U NV Ez (x)， 


MEUNVE.S, 
‘3) 设 U EF,， 其 中 1 全 了 那么 当 *E DU :时 ， ?属于 


Gos 


某 个 Do， 《icE7)。 因 此 按照 元 的 取 法 熏 知 避 eg 《ys 又 要 
聘书 ， UE (x)o 故 UUIE .7 。 


其 次 再 证 明 g (zx) 谷 好 是 拓 挤 宗 间 (了 革 ， 久 ) 中 点 x 的 邻 域 系 。 
我 们 以 g*(x) 表 示 由 拓扑 了 决定 的 x 的 邻 域 系 ， 马 g(x》 = 
{存在 EE 祖 , 使 YEVCU } ,就 族 证 昌 (zx) = (x) 。 

事实 上 ,对 每 一 个 口 己 *{x) ,由 定 攻 可知， 行 硅 六 EE .7 ,本 
rEVCU， 叉 根据 .的 现 湛 ,六 Eg (Xx)。 于 是 再 依 @, 可 知 Ueg 。 
《z) 另 一 方面 ,对 兽 一 个 UE g(x) , 则 根据 命 , 存 在 了 ,使 Ye 二 50， 
且 对 于 每 一 个 yEF ,Eg (y), 于 是 ， VE 了, 从 UEg CY) 

综 上 述 、，B (7) = 2 (72)。 


下 夯 由 闭 集 往 念 出 发 。 

(二 ) 设 洛 是 一 个 集合 ， 若 .于是 下 的 一 个 子 裳 族 ， 旦 满足 
条 件 ， 

(D $. XEF 

DD 车 F ,FEF, MFLU FE SF 

仗 若 ;EF ， 其 中 1f 世 7， 则 iE 六 。 那 么 由 了 得 到 


的 集 族 ， 
= 人 DC 一 TGS 
便 是 六 上 的 一 个 拓扑 ， 并 且 .F 怡 好 是 空间 (XxX， 了 也 )》 的 闭 集 
族 。 
证 明 从 略 。 
我 们 还 可 以 从 财 包 算 子 概念 出 发 引入 拓扑 。 这 是 Kurafo- 
US1 的 方法 。 
(三 ) 设 下 是 一 个 集合 , 已 (X) 表 示 寺 的 一 切 子 集 ， 若 算 子 
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toc9y P(E) 一 P(X) 满 足以 下 条 件 ， 
DP'= 98 
DAC 4 
国 (4U8) = A'UB' 
WA‘*= 4 
则 由 “ee” 确定 的 集 族 
= {U: (KX-U):=X-U} 
是 六 上 的 一 个 拓扑， 并 且 ， 对 ACX，A4' 怡 好 是 空间 (XY， 了 了 》 
中 集 .A 的 闲 包 4，。 
注 ”条 人 加 一 全 世人 散 kKuratowski 闭 包公 理 ， 浦 足 公理 的 算 子 4C7 
融 叫 kuratowski 闭 包 算 子 。 
证 明 首先 证 明 . 交 是 拓扑 。 
i 根 据 人 名， 有 
(A—0)=A=A=X-#$ 
就 说 明了 EJ 。 
又 根据 由 ， 有 有 
(A 一 必 ) = 前 ?二 巩 二 过 一 让 
又 说 明基 所 :天 
ii) 设 5E7 UsE. 光 于 是 有 
(XU HR-U (XK-U)=X-U, 
根据 售 ， 有 
-UO ND) = CT-UNU CCX-U))" 
.=U UA -U0,)" 
=(X-UNU YX-U,) 
= 人 -UU 
这 就 说 明了 DMFasE. 光 。 


s Fl1* 


iii) 由 仗 推 出 算 子 c 是 单调 递增 的 , 事实 上 ， 设 号 < 4, 了 半 是 
4= A BB， 忱 名 
BCANMB=-(AUB) = A" 
再 设 0 :E .FF ， 其 中 i 全，、7 是 任意 一 个 标号 集 。 由 定义 有 
(KX-U)*=X-U, (ET) 
于 是 由 于 
X- UVSCX-U, 
由 有 (XUVUDCA-UN) SAU 
进而 有 (人 CD U,)= -YU 


另外 ， 由 于 
UU- UU)"* 
#1 JE 
故 有 《一 UB = UU, 
1 它 ] 11 


这 样 就 说 明了 Ui,E 了 。 


其 次 ， 再 证 明 4'= A。 我 们 知道 : 
区 
= {FF: Fr=F, AcF} 
=N{F: Fr=F, A‘CF} 
显然 ,有 A 二 A。 
男 一 方面 ， 依 A4''= A 及 A .A4"， 则 | 
A'E{F Fr=sF, ACrF} 
因此 有 


本 = NN{F, Fr=F, ACF YCA: 
+4 2 


故 A°=A 
[证 完了 
《四 ) 设 无 是 一 个 集合 ， 洲 算 子 Pa P(X) 一 P(X) 江 足下 

列 条 件 。 

DX '=A} 

®@A'C4 

(ANB)'=AMNBS 

®@A'= A 
期 族 .= {1D 了 5= 口 是 大 上 的 一 个 拓扑 ,并 且 对 任意 的 4 
守 下 ， 攻 :说 好 是 室 间 《有 ， 光 ) 中 集 4 的 内 部 寻 。 

证 明 从 咯 。 

还 有 建立 拓 扩 结构 的 其 它 一 些 方法 ( 便 好 从 导 集 出 发 的 
太 Riesz 方法 ) ,我 们 不 下 吾 述 ， 留 待 读者 自行 思考 。 在 我 们 介 
绍 了 基底 、 子 基底 、 邻 域 基 以 及 识 oore -Smith 收 令 等 基本 概 
您 之 后 ， 还 会 再 遇 到 一 些 确 定 拓 扑 的 方法 。 

以 上 的 讨论 说 明了 开 集 、 闭 集 、 闭 包 、 内 部、 收 皱 等 各 概 
念 对 于 拓扑 空间 的 作用 是 相互 等 价 的 ， 凡 上 述 基 一 类 基本 点 集 
给 定 了 之 后 ， 空 间 的 全 部 结构 也 就 厂 之 一 意 地 确定 了 ， 只 是 在 
不 向 的 情 吏 下 ， 为 了 方便 起 见 ， 我 们 选取 道 当前 一 种 作为 工具 
来 计划 空间 的 拓扑 结 榴 。 

下 边 给 由 几 个 用 不 间 的 方法 构 过 拓 朱 空间 的 例子 。 

俩 7 了 设 习 是 一 无限 洪 ， 了 FF 是 由 码 的 一 切 有 限 子 集 与 让 本 
测 组 成 的 梨 谍 ， 容 易 验 证 水 集 闭 集 族 使 确定 了 苇 上 的 一 个 丘 
扑 . 了 。 


例 8 到 是 一 无 限 集 ，r。 是 么 中 确定 的 一 点 ， 
rT 


$$ /4 4 是 有 限 入 


时 


| AU {zo}， ”44 是 无 限 集 
这 样 确定 的 拓扑 .了 及 由 下 列子 集 组 成 的 ， 所 有 有 限 储 的 余 
集 以 及 所 有 不 含 ro 的 子 集 。 和 在 这 个 拓扑 空间 中 ， 单 点 集 部 是 财 
华 ， 和 而 除 { zw 于 外 的 所 有 单 点 集 又 和 都 是 开 集 。 
当然 ， 我 们 还 可 以 通过 别 的 方法 构造 上 还 拓扑 
邻 /4 天 一 A 是 有 限 集 


a 


和 


14- {ze} ”五 -4 是 无 限 集 
例 [ 革 天 是 一 个 势 天 于 1 的 集合 ， 令 


_ [4 本 = 网 
4A= ， 

[AU{z。.} A 
《其 中 za 是 汉中 确定 的 一 点 ) 


这 样 世 可 以 确定 一 个 拓 站 .了 F， 了 以 及 不 含 Xo 的 所 有 子 集 。 
在 这 个 拓扑 空间 中 单 点 集 {zo 是 闲 的 但 不 是 开 的 ， 而 其 它 单 
点 集 都 是 开 的 但 非 闭 的 ， 且 xo 是 每 个 非 空子 集 的 附 贴 点 。 

例 10 ”所 是 一 个 势 大 于 1 的 棠 ， 好 是 给 定 的 一 个 子 集 ， 
4， A=X 
人 他 ，。 4 手下 

这 样 确定 的 拓扑 包含 X 以 及 妈 的 所 有 子 僻 。 显 然 ， 当 好 = 
时 ， 得 到 粘 拓 扑 ， 当 时 = 工时 ， 得 到 散 拓 扑 。 


号 


shod 


3 4 基 、 子 基 、 邻 域 基 与 可 数 公理 


我 们 普 说 过 ， 拓 扑 空间 理论 建立 的 发 源 地 之 一 就 是 欧 兵 空 
间 ， 因 此 ， 我 们 应 该 经 常 回 到 这 块 发 源 地 上 去 寻找 背景 ， 接 受 
启发 。 

"Ts 


回顾 一 下 欧 几 里 得 平面 的 拓扑 结构 就 穿著 姥 到 开国 SCA 
e) 的 作用 ， 对 记 : 中 的 任意 忒 p 及 ?的 令 域 U， 萎 存 评 开 EE Sp 
2) 使 得 
EStp; eCU 
县 而 , 豆 : 中 的 每 一 开 华 都 是 其 些 开 四 之 并 .同时 ,我 们 还 可 以 把 


这 种 开国 的 半径 限 创 在 二 ， 其 由 n 是 正 整数 ， 这 样 一 来 集 关 
{S( 久 于 ) 3 pEE:，+ 为 正 整数 ， 


就 约 了 决定 E? 拓扑 结 远 的 “基本 开 集 族 ”， 我 们 甚至 还 可 以 
拒 基 本 开 集 族 取 成 ; 


{ SCp 二 ) : 9 是 马 * 中 的 有 理 点 ，n 是 正 整 数 } 


这 样 的 开 集 虽 只 有 可 数 多 个 ,但 是 已 经 足以 决定 上 ?的 拓扑 结 
构 字 。 

出 此 我 们 可 以 抽象 出 一 般 拓 扑 空间 的 基本 开 集 族 的 概念 。 

定义 9 该 ( 汉 ,.F) 是 一 个 拓 扩 空间 ， 次 是 了 的 一 个 子 
族 ， 如 果 对 六 中 每 一 点 + 太 z 的 每 一 个 邻 域 V， 痢 存在 某 个 BE 
多 ， 合 得 

XE BU 

那么 我 们 称 .多 是 了 的 一 个 基 诡 ， 简 称 拓 (base) 。 

显然 ， 了 了 本身 就 是 一 个 上 其。 对 上 :来 说 ， 集 族 

{Stps +t PEE?:, e201} 


{ SCp; 元) ! PSE? 是 有 还 点 ，" 为 正 整数 } 


都 是 所 扩 基 。 
定理 2.7 在 拓扑 室 间 《如 4，.7) 中 ， 集 族 多 局 .条 是 基 的 


+ 了 和 


充 爱 条件 是 .多 中 每 一 元 素 者 是 客 中 某 些 元 索 之 并 。 
证 明 必要 性 。 
首先 ， 好 可 以 看 作 . 儿 中 0 个 元 素 之 并 。 持 次 ， 设 UE 了 ， 导 
么 对 每 一 个 zEU， 在 在 B,E .多 ， 使 得 
XE BU 
于 是 有 U=U BB, 
U 


XE 

充分 性 。 

设 zE 生 太 DEg(z)， 于 是 存在 开 集 矿 ， 使 得 
了 E 太 之 已 

由 条 件 有 VV=UB， (BE iE1) 


就 存在 ioE7， 使 得 
TEBioCrV CU 
这 就 证 明了 多 是 了 的 基 。 
[证 完 
当 给 定 室 间 移 一 个 拓 丰 基 , 多 时 ， 那 么 .就 被 唯一 地 确定 
了 ， 
9 二 4 吕 U:U 是 多 中 茜 些 元 案 之 并 
用 这 种 方法 来 确定 拓扑 基干 分 简单 的 ， 但 是 应 该 看 到， 并 
不 是 和 中 任意 子 集 族 都 可 以 充当 某 个 拓扑 的 基 底 。 例 如 蕊 = 
{ a，6，c |} ， 向 于 集 旋 S= {名 ，1{ oa, 5}，{a, ce}, XX} 
就 不 可 能 做 攻 的 任何 拓扑 的 基 。 原 因 在 于 {c, b} 与 {a, ec} 
的 交 ta 不 能 表示 为 5 中 某 些 元 素 之 并 。 
那么 ， 集 广 的 一 族 子 集 妆 要 具备 哪些 条 件 才 可 以 做 为 下 二 
的 某 个 拓扑 的 拓扑 基 呢 ? 
定 现 2.8 设 名 是 多 的 一 个 子 集 族 , 并 且 X=U1B: BE 闪 
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则 .多 号 关上 某 个 后 扑 欧 基 的 充 芭 条 件 是 :对 任意 的 U， Veg, ” 
若 TEDU NV ， 则 存在 EE 多， 使 得 xEWW UNV。 


证 明 ” 必 事 性 。 

设 . 多 是 某 个 拓扑 的 苛 ， 若 U， EE 久 ，XEUIIF， 于 是 
UNVE.F， 由 基 的 定义 ， 存 在 斌 EE 多 ， 使 

EWCUNr, 
充分 性。 
设 . 罗 满足 题 设 条 件 。 我 们 令 
了 = {UU 为 多 中 条 些 元 素 之 并 1} 
我 们 不 难 知道 .97 就 是 所 要 求 的 拓扑 ， 故 条 件 是 充分 的 。 
[证 完了 

推论 车 半 = 由 {8: BE 多 }， 且 多 中 任意 二 元 之 交 仍 是 
多 中 示 喜 ， 则 .多 是 一 个 拓扑 基 。 

这 里 我 们 再 降低 一 下 要 求 ， 给 定 头 的 一 个 子 集 族 .or (无 妨 
认为 .wr 满足 条 件 革 = 由 {A4: AE.wr } ， 否 则 给 .wx 添 一 个 元 素 
让 ) ,是否 存在 蔷 上 的 一 个 拓扑 ,使 之 包含 .wy 呢 ? 抄 言 之 ,是 否 存在 
一 个 拓扑 ， 使 得 .x 中 元 素 都 是 开 人 党 喀 ? 如 果 不 加 任何 限制 ， 结 
论 是 显然 的 ， 散 拓扑 就 是 这 桩 的 一 个 。 但 是 这 祥 的 拓扑 太平 凡 


了 ， 它 包含 的 开 集 杰 多 ! 我 们 希望 得 到 包含 .wr 的 、 久 上 的 最 小 


拓扑 。 这 样 的 拓扑 硅 在 吗 ? 其 结构 如 何 ? 

为 了 证 明 这 种 拓扑 是 存在 的 ， 我 们 考虑 所 有 包含 wv 的、 站 

{Fo :oA 

显然 ， 散 拓 盾 是 其 中 之 一 。 只 要 我 们 可 以 证 明 . 了 = 站 { 人 
1 GE 4 仍 是 4 上 的 拓扑 ， 显然 .9 就 是 包含 .w 的 最 小 拓扑 了 。 
宴 实 上 ，.9 满足 拓扑 三 条 件 可 以 这 样 验证 ， 

(1) 由 于 对 每 一 个 a EA, 名 ,XEI 内 此 ,XE ， 

和 下 


(2 设 吕 VE、 显然 0、 玉民 于 每 一 个 .7 。 故 U NV 
届 丁 每 一 个 寡 。， 则 UV 人 几 .7 属于 。 8 = 多 

C3) 设 UiE (ED7), 串 知 对 每 一 个 1 S10 1 属 于 每 一 个 
F,, 

所 了 以 HU 属于 每 一 个 了 。， 则 UU :属于 .9 。 

由 上 述 可 知 ,对 到 的 任 帝 一 个 子 集 公 活 , 则 包含 7 的 失 上 最 
小 的 拓扑 元 是 由 . 失 唯 一 诀 定 的 。 下 古 我 们 要 进一步 用 构造 的 方 
法 得 到 .7 。 

定理 2.9 设 . 光 是 委 的 一 个 子 集 族 , 且 天 = 日后 呆 于 ， 
则 

. 需 = {如 : B 蚌 .关中 有 限 个 元 素 之 交 } 
就 是 上 的 某 个 找 直 的 基 。 该 拓扑 是 包 念 .的 晴 小 拓 拉 。 

证 明 ”因为 .多 中 任意 二 元 素 之 交 仍 属于 史 , 按 定 凶 2.8 推 沦 
可 和 郑 ,办 是 某 个 拓扑 8 的 基 。 并 且 这 个 拓扑 .了 7 是 通过 先 取 多 中 
有 限 个 元 案 之 交 ， 然 后 再 取 这 种 交 的 任意 并 所 获得 的 。 因 此 必 
是 包含 之 的 最 小 拓扑 。 

定义 10 设 儿 是 拓扑 空间 (让)》 的 一 个 子 集 旋 ， 和 如果 
多 的 有 限 个 元 束 之 交 的 全 体 员 正好 是 天 的 基底 ， 则 称 .7 是 .的 
子 基底 或 简称 子 基 《〔《Suabhbase) e 

定理 2.9 告诉 我 们 ， 失 二 的 任意 子 集 族 .9 ， 只 要 奉 改 = 

U TS SEE9 那么 便 是 天 的 某 个 拓扑 的 子 臣 。 

实数 空间 的 一 个 子 基 是 

多 = 人 -co 及 和 是 有 理 数 }U to,+eo):e 是 有 理 数 }， 
而 用 = 1 tu，5) : 0 8 是 月 理 数 上 是 一 个 基底 ， 族 .多 与 . 宙 的 综 
都 是 可 数 的 。 请 读者 证 明 一 下 实数 空间 不 存在 有 限 基 。 

设 卫 是 拓扑 空间 ， 我 们 把 

wl 让) = min {| 侈 :多 是 革 的 忒 } 
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型 | 做 空间 二 拘 委 【weight2 。 

任 忆 补 间 的 权 痢 是 惟 1， 

例 11 设 玉 是 所 有 实数 之 集 。 

以 多 = (x，7) 1 、rEK，r>z，r 是 有 理 数 } 为 拓扑 基 
所 生成 的 拓扑 空间 居 称 做 Sorgenfrey 直 线 。 

容 双 看 出 |. 雷 .=6e， 同 时 还 可 以 证 明 丰 (5 区) = Co。 

事实 上 ， 芝 .wr 是 由 荣 些 开 集 组 成 的 ， 并 且 | .x |<c， 那 么 
一 定 有 点 xs 亿 1 不 是 .x 中 人 在 何 元 素 的 下 确 界 。 任 取 有 理 数 +r 半 x。 
地 是 {z。， 国 是 开 集 ， 但 却 不 能 表示 成 巡 中 某 些 元 素 的 并 。 说 明 
| x | 之 c 的 开 集 族 . 必 不 可 能 成 为 空间 K 的 托 扩 基 , 从 侧 w(K)=c 

定义 T1 设 〈 汪 ，3) 是 拓 扯 空间 ,8 人 2) 是 点 z 的 分 域 系 ， 
如 果 多 (7 的 子 族 .多 。 满 足 条 件 : 

对 生意 给 定 的 UE (x)， 存 在 BE . 零 。 使 BT7。 
则 称 ,多 , 为 < 的 邻 域 拓 ( 或 局 部 其)。 特 别 ， 当 邻 域 基 . 名 ,中 的 元 
到 全 所 开 集 时 ， 黎 做 开 孝 域 苇 。 

例如 (z) 本 身 就 是 x 的 一 个 领域 大。 点 x 的 所 有 开 邻 城 就 
构成 一 个 邻 域 基 。 再 如 对 每 一 个 拓扑 林 多 ， 则 所 有 含有 z 的 .多 
中 的 元 素 亦 构成 + 的 一 个 邻 域 基 。 另 一 方面 ,着 .Bz 是 开 邻 域 
其 ， 则 U 多 * 就 是 一 个 拓扑 基 。 


开 炳 空间 中 ， 对 每 一 点 ri 人 (rz) = .党 ,= 大 在 散 空间 
中， 对 每 -~ 点 x， 开 领域 基 . 多 :可 由 半点 集 { x } 这 一 个 元 素 组 
成 。 在 实数 空间 中 ，z 的 开 邻 域 基 可 以 取 集 族 
1 {se T+ temD)} 或 { {x— 二 z+ 二) ;是 
正 整 效 }。 
我 们 容易 证 易 开 邻 域 基 . 多 .有 具有 如 下 人 性质， 
"79. 


DZ 了， 且 对 任意 的 UE 9,， 有 zEU， 

他 对 任意 的 FF1，PE 有。 存在 CE 窗 。 合 

rEUCU NE 

辐 荐 EUE 儿 :， 则 存在 YE 淄 ,、 使 
VoU, 

我 们 也 不 难看 出 ， 若 对 每 一 点 XE 久 ， 都 给 定 , 贸 ;:， 且 满足 
上 述 条 件 名 ~ 多 ， 那 么 同样 可 以 唯一 地 确定 芋 上 的 拓扑 了 ， 健 
得 客 , 正 好 是 (这 ， 户 ) 中 点 x 的 开 邻 域 基 。 

鲍 12 设 上 = (xz， 0) :9 这 0 是 上 半 平 面 的 点 党 ， 记 
子 集 LL ,= (Tz， y=0}， 上 1 的 款 集 上 ,= { (zx， 刘 9 
0}。 

当 pEEL)， 我 们 用 (pye) 表 示 半 径 为 e2>0, 中 心 取 在 上 ;中 
且 与 上 , 相 切 于 p 的 开国 。 把 集 族 .2，= {KK(py 卫 )U {py 
= 1，2，… 和 上 取 做 区 的 开 邻 域 基 。 

当 ? 筷 二 :， 我 们 胃 S (pe 表示 中 心 为 如 。、 半 径 为 se 的 开 贺 ， 
集 族 {5Cp 二 ) :n=1，2…… } 做 p 的 开 邻 域 基 。 

这 样 确 定 的 拓扑 空间 上 LD 入 jemytzFi 平 商 ， 在 此 空间 中 ， 
集 工 ,是 闭 的 。 

我 们 把 基数 

ktzy 上 )=min{|1 儿 ,| :多 .是 + 的 邻 域 基 } 称 之 为 空间 
点 在 点 z 处 的 特征 数 《eharactery 把 基数 
光一 3 
古人 羽 空 间 失 的 等 征 数 。 

量 然 ，*( 丰 ) 太 (此 )。 

当空 间 X(Y) 所 淮 , 时 ， 就 说 空间 了 满足 第 一 可 数 公 理 ， 或 


说 汉 是 4 型 的 ，: 其 含义 是 指 夫 的 每 一 点 都 有 可 数 吉 域 基 。 
全 站 


容易 看 到 ， 如 果 {U, } 是 z 处 的 可 数 邻 域 基 ， 那 么 令 六 ,= 0, 


Ui 时 ， 就 得 到 久 的 单调 递 碱 的 可 数 邻 域 基 六 | 二 V3 二 … 守 六 ,二 

藤 空 间 、 灯 空 间 、 一 切 度 量 空间 与 伪 度 量 空间 都 满足 第 一 
可 数 公 理 。 

下 面 举 一 个 不 满足 第 一 可 数 公理 的 例子 。 

例 13 六 是 非 可 数 集 。 

: 空 集 和 所 有 有 限 集 之 余 集 。 

我 们 要 证 明 ( 读 ， 了 了 不 满足 第 一 可 数 公理 。 

事 空 上 ， 候 设 让 成 x 有 可 数 邻 域 基 宝 ,= { Bi :i= 1，2*… 
上 ， 无 妨 设 每 一 个 如 ,是 开 的 ， 注 意 到 


汪 一 N B= (XX-B;) 
其 中 每 一 个 改 - 卫 ,都 是 有 限 集 ， 那 么 U ( 革 -B,) 就 是 可 数 


集 ， 因 此 人 及 ,是 非 可 数 集 。 生 到 eE 几 皇 o 关 sz， 那么 厂 - 


46} 是 x 的 一 个 开 邹 域 ， 但 是 它 不 包含 任 痊 一 个 B;， 这 与 多 ， 
是 邻 域 基 相 矛盾 。 即 知 (了 ，.) 不 满足 第 一 可 数 定理 。 

当 mw{4) 委 党 时， 我 们 说 空间 满足 第 二 可 数 公 再， 或 说 
是 4 型 的 ， 其 含义 是 未 具有 可 数 基 底 。 

粘 空 间 、 歌 民 空 间 都 满足 第 二 可 数 公 理 。 显 然 ， 当 一 个 空 
间 满 足 第 二 可 数 公 理 时 也 满足 第 一 可 数 公 理 。 反 之 不 然 ， 非 可 
数 的 散 空间 即 是 满足 第 一 可 数 公 理 而 不 满足 第 二 可 数 公理 。 

第 二 订 数 公理 是 就 基本 开 集 的 多 少 这 一 个 剑 面 对 空间 提出 

4 BI* 


的 一 个 限制 条 件 ， 一 个 空间 受到 这 个 条 件 的 限制 必然 就 及 应 
的 特殊 性 。 下 看 我们 就 来 讨论 4, 型 空间 和 的 一 些 特殊 性 。 

定理 2.10 车 ( 久 ， 了 了 》 是 4, 型 的 ， 则 针 具 有 可 数 黎 察 子 
集 ，。 

证 上 明 设 多 是 一 个 可 数 基 ， 对 每 一 个 也 罗 选 取 一 点 gs 七 
B， 则 

Io: BEB 

就 是 天 的 一 个 可 数 稠 密 子 集 。 

事实 上 ， 可 数 是 显然 的 ， 只 须 证 ， ”44= 六。 

对 zE 环 ， 及 3 的 任意 一 个 邻 城 DJ， 由 于 ,多 是 基 , 赦 存 在 召 所 
' 才 ， 使 得 

rE BECU 
由 此 可 知 an E A 站 BC ANU 
从 而 xeEA 
这 样 ”44= 天 

[证 完 】 

应 注意 的 是 ， 具 有 可 数 稠密 子 集 的 空间 并 不 一 定 具 有 可 数 
如 前 述 的 例 十 三 。 
这 一 定理 的 实质 是 什么 ? 村 到 二 的 稠密 子 集 ， 自 然 每 一 开 
集 都 得 至 少 取 一 个 点 ， 但 实际 上 并 不 要 求 到 每 个 开 集 中 去 取 ， 
茶 只 需 从 某 个 基 的 每 个 开 集 中 各 取 一 点 就 足 侣 了 。 

我 们 通常 把 dfX) = mitf]4|: 4 是 空间 天 的 稠密 学 集 } 
叫做 空间 和 的 密 记 。 上 述 讨 论证 明了 区 六} 坊 wlX) 

定理 2,11 设 (和 ， 了 ) 是 4 型 的 ， 若 4CX， 且 4 是 非 
可 数 集合 ， 则 4 中 必 有 一 点 是 4 的 吝 点 。 

证 明 设 . 罗 是 相 数 基 。 用 反 证 法 。 设 4 中 每 一 点 都 不 是 4 
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基 


的 宫 点 ， 那 么 ， 对 于 任意 一 点 zE 4， 存 往 茜 个 ,Eg (Xx)， 修 
行 
UNCA- {zt})= 
又 册 . 夫 是 基 ， 故 存在 旦 .GE 小 ， 使 得 
BN A= {x} 
这 样 就 得 到 了 从 集 .4 到 集 族 {Bs 1 XEA， 了 ;所 区} 的 一 个 一 
一 对 应 ， 拓 者 的 可 数 性 决定 A 是 可 数 的 。 巴 盾 。 
【证 完 ] 
定理 2,12 (Lindel6f) 若 ( 革 ，.) 是 A; 型 的 ， 肝 是 久 的 子 
集 ， 则 好 的 每 一 个 开 覆 盖 必 有 可 数 于 屠 苹 。 
在 证 明之 前 ， 先 把 有 关 术 语 解 释 一 下 。 集 族 ,w 思 做 开 的 履 


盖 ， 是 指 
MCLU]{A: AEw +, 


车.wr 是 可 的 覆盖 , 且 .x 中 每 一 元 素 是 开 集 ， 风 .xf 叫做 并 的 开 改 
症 。 若 :IC-w， 且 :也 是 时 的 材 盖 , 则 称 .为 的 子 覆 盖 。 
和 生生 朋 国生 入 有 站 三 和， 分 别称 为 有 限 覆 盖 或 可 数 性 
证 明 设 字 = 4 B11? 了 = 1 2 } 是 可 数 基 。 义 设 .x = 
{Ut aE A} 是 诗 的 开 覆 盖 ， 那 么 ，ww 中 的 每 一 个 元 U。.， 部 
ve 
A Me ,2 
注意 上 式 右 端 至 多 是 可 数 个 元 ， 记 作 
{ Bras kegs peere } 
对 每 个 Bs， 取 一 个 局 ,使 得 
B,CU, 
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这 样 攻 可 下 = 2 } 就 是 .好 的 一 个 可 数 子 覆 闵 。 
[证 完 ] 

二 证 明 的 实质 是 这 桩 的 : 要 从 咎 中 选 子 槛 盖 ， 由 于 ,x 中 元 
案 可 以 来 示 为 多 中 元 案 之 并 ， gg 的 这 此 元 案 训 构成 了 村 的 更 六 
多 !' 呈 多 ,再 反 多 /中 元 素 一 一 放大 成 .中 充 示 。 因 紫 ， 革 .多 的 
势 就 控制 了 .sw 的 子 覆 蒜 的 势 。 特 列 当 | 雪 | = 党 ,时 , 就 是 上 述 定 
理 。 

定 久 12 (天) 明 Zinde157 空间 ， 是 指 天 的 每 一 个 开 
惟 盖 都 有 可 数 子 覆盖 。 

从 定理 2,12 容 易 得 出 如 下 推论 : 

推论 ”满足 第 二 可 数 公 理 的 空间 一 定 是 Lindel15f 空间 。 

注意 ， 例 十 三 告诉 我 们 ， 上 上 述 推 沦 不 可 首 。 事 实 上 ， 例 十 
三 中 折 扑 空间 的 人 在 何 开 覆 盖 都 有 有 限 子 性 闭 ， 当 然 是 Zindeg 
空间 ， 但 是 谈 空 间 志 第 可 数 公 严 痢 不 满足 ， 当然 机 下 少 是 

二 可 数 公 理 了 。 
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在 本 童 第 一 节 我 们 已 说 过 ， 对 子玉 :这 样 的 拓扑 空间 ， 其 
折 托 结构 洁 全 可 以 用 “《 收 黎 ”来 描述 ， 此 处 的 “ 收 煞 ? 是 指 
4 点 列 的 收 敏 ? 。 点 列 { Pi } 收 化 于 点 P 当 且 仅 当 对 的 每 一 
个 邻 域 U， 都 存在 自然 数 N， 使 得 PiEU 对 一 切 i 六 尽 成 立 。 对 
一 般 拓 站 空间， 沿用 这 个 特征 做 为 点 列 收 化 的 定义 坚 很 自然 
的 ， 但 困难 在 于 一 般 儿 扑 空间 的 拓扑 结构 是 否 照旧 可 以 用 “点 
列 收 伊 > 来 撒 述 呢 ? 以 下 几 个 有 趣 的 例子 将 给 出 否定 的 回答 。 

例 14 工 是 非 可 数 集 ， 其 闭 集 规定 为 下 本 身 以 及 一切 可 数 
子 乐 。 任 取 一 点 roE 下 ， 今 4= 天 -Tazoj， 显 见 zo 是 4 的 附 

和 


赂 点 ， 但 是 4 中 没有 点 列 疝 xz; 上 收 敦 。 

例 15 在 具有 序 拓扑 的 序数 空间 〔0， 色 可 中 ， 点 可 是 集 
[0，u, ) 的 聚 点 ， 但 是 C0，uw,) 中 任何 点 列 都 不 收 化 于 ui。 

注 线性 序 集 革 上 的 序 拓 挤 是 以 形 吉 

{rE ra {realr} (o€EX) 

的 集合 全 体 为 子 基 村 成 的 拓 掉 》。 

俩 16 设 r 是 平面 上 所 有 的 点 ， 按 下 列 方法 给 定点 PEw 
处 的 开 邻 域 基 . 客 ，,， 


当中 (0, 0) 时 , 令 克 ，= { SP) rt 是 魏 然 数 }: (其 


中 S (已 元) 表示 以 忆 为 中 心 ，1 为 半径 的 开国 ) 

当 只 = (0, 0 时 ，, 念 . 均 。 = 1 1 Pe } UNHG Kiko) 1 fy 
i…… 部 是 自然 数 }， 其 中 

H{iy Kis yy “ee ) -Us (CPs ni 


这 样 确定 的 扫 扑 .六 自 然 比 通常 驳 氏 拓 站 要 细 一 些 ， 

用 P,、 -代表 点 ( 工 ， 工 )， 令 4= {P.， +m m 是 自 
热 数 }， 显然 ， 对 每 个 自然 数 ?， 点 全 ,， m}avly 2 
点 号 , 收 语 ， 而 点 列 { Pp, } 1， 本 又 问 王 。 = 《0， 0) 收 就 。 

我 们 容易 验证 Po EA， 这 是 由 于 Ps 的 每 个 邻 域 都 含有 4 
的 点 ， 另 一 方面 我 们 又 可 氛 证 明 .4 中 不 窑 在 点 列 向 Po 收 傅 。 实 
际 上 ， 翁 设 4 中 有 点 列 { Qi ic1，2， 向 Po 收 化 ,那么 
在 每 一 条 竖 直 线 ( == 二 ) 上 至 多 有 有 限 个 Pu，, 是 {Qi} 1 


:的 项 ， 所 以 .适当 地 选取 自然 数 f.， 就 可 以 使 得 SCP,s 
"85 ， 


—— 


-二 ) 中 不 含 {Gi i.1，4，*…… 的 点 ， 这 样 得 到 的 P, 的 邻 域 


U= {Po UH (Os hk en) 就 与 {Qi} i 2 
不 相交 ， 这 与 Qi} fl 辐 己 ,收效 相 矛 盾 。 


如 上 所 列举 的 三 个 拓扑 空间 ， 附 同人 性 痢 不 能 用 思 列 收 
黎 ?” 来 描述 ， 换 名 话说 ， “# 操 列 政 效 ” 对 描述 一 般 空 间 的 拓扑 
纺 均 是 不 通用 的 。 为 了 区 计 点 列 收 敏 的 不 足 ， 我 们 引入 网 和 网 
的 下 全 (或 称 前 oore 一 Smifh 收 领 )。 

定义 13 游 祖 是 定义 在 非 空 集合 DD 上 的 二 元 关系 、 关 了 且 满 


足 条 件 
(1) 若 m>>n, n>p 则 m>p (传递 性 》 
《2) 若 对 任意 的 m，nED， 存 守 pED， 使 得 
Pm pn 


同时 上 成立 。 《定向 性 ) 
则 称 沁 是 上 的 一 个 定向 ， 并 把 《DD， 半 》 吕 做 定 同 集 。 

定义 14 设 《D， 访 ) 是 一 个 定向 集 ， 区 是 任 次 一 个 非 空 

合 ， 我 们 把 每 一 个 映 身 $5 : 如 于 叫 艇 革 中 的 一 个 网 (net)， 
常常 记 作 
SS= {rz HED, >} 

或 者 简 记 为 SS= {rx,, neED}, 

定义 15 设 〈4， 光 ) 是 拓扑 空间 ，sEA4， SS= {x ne 
D} 是 苹 中 的 一 个 网 ， 若 对 s 的 任何 邻 域 U， 存 碟 dEDD, 使 得 x*。 
EV 对 满足 n>d 的 一 切 n ED 部 成 立 ， 则 称 S 收 化 于 58， 而 点 s 册 
做 网 ? 的 一 个 极限 。 

一 修 网 可 以 有 许多 概 限 ,用 1img 或 霄 limz, 才 示 9 的 所 有 极 
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限 组 成 之 集合 ， 特别 当 S 有 唯一 极限 s 时 , 记 作 limz。 一 fa 


我 们 可 以 人 举 出 许 许 多 多 定向 集 以 及 网 的 例子 ， 例 如 CN， 
六 } 就 是 一 个 定向 党 【其 中 心 是 自然 数 集合 ) 。 集 兴 上 的 每 一 
个 总 击 课 是 直 中 的 一 个 网 。 驻 刘 , 毁 赤 是 一 个 拓 扯 空间 yzE 二 ， 
-过 -表示 点 Y 的 一 个 邻 域 其 ， 显 然 ，. 客 。 依 “c2” 关系 是 一 个 定 
问 集 , 关 从 加 :的 径 个 元 素 吕 中 选取 一 点 wvEV 于 是 {xus UE 
办 宁 上 就 大 汪 币 的 一 个 网 ， 并 旦 向 zz 政委。 特别 ， 若 .办 * 是 z 
的 一 个 单调 下 陵 蜀 可 数 邻 域 盐 时 ,这 样 构 造 的 网 就 是 一 个 向 点 zx 
收 老 的 点 列 。 
为 了 用 述 上 的 方 贷 ， 我 们 约定 今后 凡 江 网 x,，#EED} 在 
4 中 ， 缘 指 zuE 4 对 一 切 8 所 也 均 成 立 ，{{ 1， 所 了 } 终于 在 A 
由， 生 指 x, 所 上 4 自 茜 个 dED 起 对 一 切 n23d 均 成 立 ，1{ ,nnED 
} 经 各 在 A 中 ， 是 指 对 于 任意 徇 dE DD 帮 存 在 n 守 d 使 得 x, 忆 .A 或 
于 。 按 照 这 些 约定 显然 有 
拓扑 空间 中 网 x49 PE 了 上 收 训 于 * 当 县 仅 当 网 终于 在 咬 
每 一 个 邻 域 中 。 
另外 ， 若 网 {x。，nED} 经常 在 点 3 的 每 一 个 邻 域 中 ， 我 
们 则 称 s 是 网 {x,，nED} 的 一 个 紊 点 (或 极限 点 ) 。 显 然 ， 
网 的 极限 必 是 极限 点 ， 但 反之 不 一 定 成 立 。 
定型 2.18 设 半 是 拓扑 室 同 ，4AC 汪 ，xo 扎 济 ， 则 
《17 zo 是 4 的 附 巾 有 点 当 且 权 当 有 4 由 存在 一 个 网 收 仑 于 zo。 
C2) Ty 二 旭 的 察 态 当 县 仅 当 民 ~ {xo |} 中 存在 一 个 网 政 
化 于 fo。 
《3 .4 是 闲 的 当 皇 仅 当 .4 让 的 夏 分 网 只 向 4 中 的 点 政 伍 。 
《4) 二 是 开 的 当 且 仅 当 向 4 一 敏 的 网 终于 在 4 中 。 
证 明 请 谈 贿 完成 。 
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从 彤 上 讨论 我 们 已 经 看 出 ,在 拓扑 空间 中 , 网 的 收敛 性 是 蜀 
拓扑 来 定 尽 出 ， 反 过 来 ,又 可 以 腹 网 的 收 敏 性 米 描 述 拓扑 ， 这 说 
明 在 拓扑 空间 中 网 的 收 敏 与 开 人 入、 闭合 、 财 包 、…… 等 概念 起 
着 同等 的 作用 。 因 此 ， 我 们 上 月 然 又 会 联想 到 一 个 问题 ， 对 于 一 
个 集合 瑟 ， 如 果 我 们 指定 孝 中 的 某 些 网 为 收 黎 网 、 并 指定 这 些 
网 各 白 己 哪些 点 为 极限 ,那么 可 否 确 定 半 上 的 一 个 拓扑 ,使 得 
室 问 《天 ，. 光 ) 中 网 的 收 伍 正 好 与 指定 的 这 种 收敛 相 一 化 呢 ? 
为 着 解决 这 个 问题 ， 有 必要 对 网 的 收 伍 性 质 作 进一步 的 讨论 。 

我 们 不 项 再 回 到 EE: 中 江 ， 数 学 分 析 球 一 个 熟知 而 重 要 的 
事实 是 ! 若 点 列 { P，} 以 忆 为 聚 点 ， 则 点 列 { P。} 有 子 烈 { 卫 
nt } 向 卫 收 仑 ， 蓝 憾 得 很 ，? 中 的 这 一 事实 ， 对 一 般 拓 扩 空间 
却 未 必 正 确 。 例 十 六 所 举 的 空间 x 即 是 一 例 ， 我 们 把 可 数 集 4 
= { 一 ,，。5 09， 1 是 自 然 数 上 随意 地 排 成 一 列 {日 , } ,Po 总 是 
{ QQ 的 豪 点 ， 但 是 { Qi 中 不 会 有 向 已 收敛 的 子 列 。 可 以 想 
到 ， 随 普 列 推广 到 网 ， 旧 有 的 子 列 概 念 也 应 读 有 相应 的 推广 。 

定义 16 设 S= {5,，#nEDD} 与 T= {7T。，mE 瓦 } 都 是 
集 瑟 由 的 网 ， 我 们 称 7 是 $ 的 子 网 ， 是 指 存在 着 一 个 映射 六 :五 
一 全 ， 司 得 

《1) T=S oN， 即 T= SHw 尘 一 茹 Wm 所 玉成 立 ; 


(2) 对 任意 给 定 的 #nED， 存 在 eE， 使 得 当 mz>e 时 有 
JN no 


条 信 (1) 使 得 每 个 -部 是 菜 个 S$,。 条 件 (2) 的 直观 意 
已 是 ， 当 1me 玉 充分 大 时 ， 凡 ,可 以 任意 大 。 它 们 保证 了 当 网 
终于 在 集合 4 中 时 ， 其 子 殉 了 也 终于 在 4 中 ， 从 而 保证 了 网 的 
极限 一 定 也 是 子 酒 的 极限 。 

定理 2.14 车 网 3 = {5,，nED } 的 豪 点 是 Xx， 则 S 有 子 

: BO 


阅 网 :2 收 伺 。 反 之 亦 真 。 
证 明 因为 x 是 网 S$ = { 5S,，neDD } 的 聚 点 ; 所 以 对 紫 一 个 
UEzLz) 以 及 每 一 个 8ED, 况 寡 
UN{S,: rnd} 
取 态 Tovws =9Rtuy dEUN{S,, n>d }, 
并 在 直 积 gtz) x 了 上 定义 如 下 定向 ; 
(Us dU dl) 
当 且 促 当 Doc 及 d; > 
如 此 得 型 的 网 了 = {了 了 iv» (UU, ER)xD, >} 
便 是 $ 的 一 个 子 网 ， 并 向 z 收 你 。 这 样 就 证 明了 必要 性 。 
充分 性 。 设 了 是 3 的 子 网 ， 了 的 极限 一 定 是 $ 的 阳 点 。 这 是 
悦 汐 当 T 终 于 在 UE CX} 由 时 ，5 就 经 常 在 中 ，。 
[证 完 ] 
在 定理 2,14 的 证 明 中 我 们 曾 贝 两 个 定向 集 (2 (7z)， 己 ) 与 
(DD， 祝 } 出 发 ， 给 直 积 (xX) xDD 引 入 了 定向 污 ， 一般 情况 是 ， 
设 《 (中,， 之 i) 1 ii 上 是 一 族 定向 集 ， 对 于 f、9& x 喇 规 定 


1>9 当 日 仅 当 对 每 一 个 iej ,了 0 门 渤 19(00)。, 直 积 X 卫 1 上 规定 
的 这 种 定向 通常 称 做 积 定 向 。 
定理 2.1§8 《于 次 限 定子 ) 


设 了 是 定向 集 ， 对 每 一 个 nE 万 ， 已 ,也 是 定 商 集 ，Q= Dx 
(CAE “有 积 定 同 s 且 对 年 一 个 (41 了》 它 人 今后 (让 = fn)) 


又 设 导 于 所 有 rEDP' 有 扩 所 有 mE 户 ,，S(n，m) 都 是 基 个 拓扑 

空间 《 太 ， 六 )》 中 的 点 。 则 当 黑 次 极限 lim limS(n，m) 存 在 时 
也 TI 

网 SS * 于 收 化 ， 并 且 收 钱 于 lim lim dC, ch 中 的 每 一 点 。 


nn mm 


ds BO 4 


( 注 im limSgn， 和 ?看 在， 邑 1im limsSCn，m} 非 空 但 
r 


了 nn m 
可 能 是 许多 点 ， 为 了 扣 免 糯 杂 的 陈述 ， 我 们 及 对 极限 唯一 的 情 
况 证 明 ) 

证 明 设 lim limS(n, m)=x 


也 41 
汶 z 的 任 半 一 个 开 邻 域 U， 存 在 noeD， 使 得 当 标 号 se 满 
足 # 守 no 时 


T= limS tn, mEU 
l 


有 即 0 是 Zz，(n22>f0》 的 邻 域 。 

于 是 存在 e,EEB。 (nm), 使 me mEE, (n> 
no) 时 有 Sin, mEU 

定义 了 ,SX .如 下 : 


en n>nes neD 


任 取 匡 ,的 一 元 ， 其 它 的 xnED 
于 是 (ny, fo EQ, H Cn, > (neo, fo) 时 
So Rn, 让 = Sa fn EU 
这 样 就 说 明了 S。 怀 收 钱 于 z。 


fcD ={ 


【证 完 ] 

归纳 一 下 ， 拓 扑 空间 中 的 收 训 网 有 如 下 人 性质 ， 

(1) 设 S= {5.，#ED} 是 常 网 ， 即 对 每 个 mE DD， 便 
有 3S,= ze， 则 S 收 敏 于 zo3 

《2) 其 网 S 收 化 于 to， 则 3 的 每 个 子 网 也 收 钱 于 zo3 

(3) 车 网 S 不 收 仑 于 xo。， 则 S 有 子 网 ， 了 齿 任 何 子 网 都 
不 收 就 于 Zn 

(4) 累 次 极限 定理 成 立 。 

+ 


上 面 归 纳 和 的 《DD~(4》 是 上 改 笋 网 的 基本 性 质 。 我 们 还 让 以 
证 用 ; 

对 于 三 意 集合 人 六 ， 如 时 我 们 指定 本 革 中 襄 菜 些 网 是 收 敦 
网 ， 以 及 这 些 网 促 日 的 门人 乓 点 ， 六 时 这 些 收 伐 网 满足 上 还 人 性质 
《1) 全 《4) 。 则 可 以 由 它们 确定 从 拒 上 上 的 一 个 括 扑 . 宁 ， 禾 得 
空 闻 《到 ，.9 ) 中 的 每 一 个 收复 网 恰好 就 是 我 们 开始 独 定 的 收 
伍 阅 ， 并 且 它 们 收 妆 的 点 完全 一 致 。 

有 基 这 一 问题 章 论 证 ,读者 可 以 参 冰 六 下 efieyy 《General 
30polog》 淮 《有 由 译本 )》， 此 处 不 再 贰 述 。 


3 6 连续 上 映射 、 同 肥 映 射 


定理 17 设 ( 了 7) 与 (Y， 了 7) 是 两 个 拓扑 空间 ，f :XX 
-> 了 ， 如 果 对 每 一 个 Ve.9 ,， 恒 有 fC es 了 成 立 ， 印 开 集 的 
原 象 是 开 集 ， 则 称 映射 : 久 -> 了 是 连续 的 。 

空间 的 拓扑 结构 ， 除 了 用 开 集 确定 和 外， 尚 有 多 种 确定 方 
法 ， 同 样 好 ， 连 续 性 除了 用 开 集 描述 外 ， 亦 可 以 用 其 它 概念 来 
描述 ， 了 解 并 热 悉 连 续 性 的 各 种 等 价 命 题 是 十 分 必要 的 ， 它 会 
给 我 们 以 后 的 讨论 带 来 方便 。 

定理 2,18 设 义 ，Y 是 拓扑 空 间 ，f/: 六 = 了 是 映射 ， 则 下 
询 各 条 件 等 价 ， 


(C1) f 连 续 ? 

(2) 设 甸 是 了 的 一 个 基 , 对 任意 的 Ve 加 ,f° !' (7) 是 开 集 ， 

(3) 设 乡 是 Z 的 一 个 子 基 ， 对 任意 的 太 E9G， 太 三) 是 
开 集 ? 

《4) 设 FCY 是 闭 保 ， 则 #7" :1) 是 闭 集 ; 

(5) 设 ACX， 则 [CADC FCA 

(6) 设 BCY, 则 11CBYG BY 


"1+* 


(7) 设 zE 瑟 ，y= A(z)， 则 对 于 > 的 每 一 个 邻 域 VF, 存在 x 
的 邻 域 口 使 得 JLUD 寺 YY。 

(8) 设 {5。，ne€eD 必 } 是 革 中 的 网 ,向 x 收 襄 ， 则 1 了 (54)， 
hE 和 Ir) 收 襄 。 

证 明 因为 对 了 中 的 任意 集 族 1 8;:iEl} 
用 29 


ficN BI= N10B8,) 
iEE 了 于 


所 以 (1) (2) (3) 彼此 等 价 是 显然 的 。 
区 因为 对 BCTY， 有 
1 'Y -B= X-FiLB) 
所 以 《1) 与 (4) 是 彼此 等 价 的 。 
下 面 我 们 先 证 明 (4) 与 《5) 等 价 。 
(4) —— (5) 因为 
A IEC LFA 
依据 C4) 产 区 CA 是 闵 集 
故 A {iLfLA) 
即 fCLAICHCAY 
《5) 一 一 《4) 设 廿 是 了 中 任 一 辣 集 ， 要 证 明 4= 天 -KE 
是 财 策 。 由 《57 可 知 
CAICHCAI= fC LP ICEF=F 
故 LEFICEDI= 4 
从 而 。 1[FI=A 是 闭 集 。 
其 次 ， 再 证 明 (4) 与 《6) 等 价 。 
(4) 一 一 《6) 因为 715BI] 忆 fC8J, 而 由 (4) 知 


* do 


了 1[ 刀 J 是 闭 集 ， 故 f°1CBIC -10BY。 
《6》-> (4) 当 于 是 了 出 闭 集 时 ， 依 据 (6) 
FF ICH LF) = fF CH) 

从 而 说 明 广 :CE 是 闭 集 。 

最 后 证 明 〈I1) 一 (7) 一 〔〈8) 一 (4) 

《1)》 王 《7)》 尘 $= 了 (xz) 的 邻 咸 六 取 y 的 开 邻 城 Y*CV， 依 
据 (1 f° 1c 是 开 集 , 歼 是 x 的 开 邻 域 ， 取 U = f"'CV*J， 显 
然 有 

ALUDICV :CV 成 并 。 

C7》 一 《8) 设 厂 是 Fz) 的 任 一 开 邻 域 ， 依 据 〈7) ,存在 * 
的 开 邻 域 ,使 得 fC0DC 广 ， 而 网 S .终于 在 了 中 :所 以 网 六 3 ) 
终于 在 中 ， 故 (5S,) 向 f(x) 收 襄 。 

《8) 一 (4) 设 了 是 了 中 闭 集 ， 可 证 明 f 7:[ 六 J 是 闭 从 ， 只 
需 证 明 当 /1Li 中 有 网 {Syne 如 4 山 点 xEXX 收 化 时 ，xEf-! 
[有 即 可 。 实 际 上 上， 依据 《8)》 ,3 了 疝 z 收 区 时 ,FS 就 疝 f(zx》 
收藏 ， 珊 ,As ,是 闭 集 下 中 的 网 ,所 以 f(z) EF XE LF 

【证 完 ] 

由 连续 性 定义 知道 ， 若 f+ ~> 了 连续 ， 间 时 gg: 了 -v2Z 连 
续 ， 则 复合 映射 9。f: 卡 一 2 连续 。 

以 后 ， 我 们 还 要 用 到 J， 一 了 在 一 点 的 连续 性 。f 在 rE 
连续 ， 是 指 对 该 点 7 定理 2,16 中 人 条件 (7) 成 立 。 上 映射 /连续 当 
且 仪 当 f 在 每 一 点 xE 广 连续 。 

现在 我 们 转 而 考 谍 这 样 一 个 问题 ， 设 半 是 一 个 集合 ， = 
{ fi :iE1} 是 给 定 的 一 族 映 射 ， 其 中 j ;是 南 半 到 拓扑 空间 
(Yj 名 i) 的 鼎 射 。 那 么 是 从 存 在 六 .上 的 拓扑 ， 使 得 每 一 个 映射 
fi 前 连续 妮 ? 显然 ， 计 上 的 散 拓扑 合乎 条 件 。 我 们 着 服 于 符合 

05， 


拓扑 .了 7， 不 难看 出 ， 这 个 最 小 拓扑 了 应 以 贷 族 

= Eg iET 1} 为 于 基 。 这 种 拓扑 祖 称 做 由 
陨 射 族 多 诱导 的 拓扑 。 

定理 2,17 设 蚤 了 扑 空 间 【 居 ， 多 )、(，Z) ， 共 中 条 十 
由 鼎 射 族 {g; :iEJ 诱导 的 拓扑 ，9 ;是 由 7 向 (1， 六 让 的 
职 射 。 则 映射 : 关 ~> 了 连续 的 充 要 条 件 是 每 一 个 9:。 /连续 。 

证 明 必要 性 显然 。 谷 证 充分 性 ,可 取 条 的 隆基 7 = 1 91” 
(VV)1VEF;，iEJT}， 只 须 证 明 每 一 个 gi:"1[72 站 FF 的 项 
像 f7!1[g9; COF] 是 开 的 。 

我 们 知道 ， i091 iCVIj= {gi* 了 [7 
内 gt+。 的 连续 性 便 可 推出 (gr 廊 ”5 关 是 开 集 ， 印 广 !58 和 1 
fr 是 开 集 。 

[证 完 

定义 18 ” 设 让 与 了 是 两 个 拓 扩 空间 ， 营 是 由 关 到 了 上 的 映 
射 ， 并 满足 条 件 ， 

《1) f 是 一 一 映射 《从 而 逆 驶 射 六 '， 了 二 存在 ) 

(2) f 与 广 ! 都 是 连续 的 。 

则 称 f 是 区 到 了 上 的 一 个 同 肛 映 射 ( 或 称 关 天 了 的 拓扑 变换 )， 
同时 称 芋 与 了 阿 且 。 

设 忆 代表 拓扑 室 间 的 某 种 性 质 ， 党 代表 同 胜 喘 躺 类。 如 果 
对 铭 巾 的 每 一 元 上 -> ， 当 失 具 有 性 质 忆 时 ， 工 也 兵 有 性 质 
PP， 我 们 就 说 P 是 一 种 同 胜 不 变性 ， 也 中 做 托 扩 不 变 证 或 拓 扯 
性 质 。 注 意 到 同 坚 是 拓 执 空间 类 上 的 等 价 关 系 ， 可 以 说 同 有 是 不 
变性 是 这 样 一 种 性 质 ， 当 空间 么 具备 此 性 质 时 ， 凡 与 二 局 睹 的 
空间 就 都 具有 此 手 质 。 从 同 胜 映射 的 定义 可 知 ，f :六 一 了 是 同 
用 映 射 当 且 仪 当 f 是 久 到 Y 上 的 一 一 有 映射， 同时 又 可 诱导 出 空间 


ye 


PP™, 


才 的 开 集 族 .9 .与 了 的 开 集 旗 . 光 之 则 的 一 一 映射 。 所 以 ,如 果 往 
质 了 是 仅仅 依赖 集 论 的 术语 与 开 集 《或 与 开 集 概念 等 价 的 概念 } 
来 描述 的 ， 那 么 忆 自 然 是 一 种 拓 护 福 需 。 我 们 学 过 的 拓扑 性 帮 
已 经 不 少 了 ， 例 如 “ 折 扑 空间 的 桶 委 m2 ， “空间 的 特征 数 委 
加 ” ，“ 空 间 的 蜂 度 入 m” 等 ， 畦 别 当 m= 次, 时 ， 即 是 “第 二 
可 激 性 ”，“ 膏 一 可 数 往 ”与 * 可 分 性 ”。 

拓扑 学 的 主要 内 容 就 是 研究 拓 扩 不 变性 。 当 研究 一 个 具体 
多 空间 时 ,车 有 眼 于 研究 它 有 了 鄂 些 拓 护 不 变性 , 当 研 究 一 个 具体 性 
质 时 ， 着 限于 研究 它 与 其 它 拓 盾 性 质 的 关系 、 在 拓扑 空间 的 也 
些 运 算 下 它 依然 保持 以 及 对 于 怎 祥 的 鼎 射 类 它 是 保持 的 ， 各 类 
拓扑 空间 的 划分 就 是 借助 拓扑 性 质 来 进行 的 。 


$7 分 离 性 T,、T, 与 T， 


定义 19 设计 是 拓扑 空间 。 
《17 六 称 为 ,型 的 ， 是 指 半 满足 条 件 ， 任 意 两 个 不 同 的 
成 ， 至 少 有 一 点 有 一 个 不 合 另 一 点 的 邻 域 。 (了 ,分 离 公理 ) 。 
《2》 广 称 为 TT 型 的 ， 是 指 莹 满足 条 件 : 任意 两 个 不 同 的 
后 ， 其 每 一 点 都 有 一 个 不 省 另 一 点 的 刍 域 。 (分离 公 理 》 
《3) 入 称 为 五 ousqorfy 空间 【或 了 :型 的 ) ， 是 指 天 满足 
条 件 ， 对 任意 的 zx，yEXX,x 守 yy, 硝 在 x 的 邻 域 U 和 y 的 邻 域 六 ， 
使 得 世 站 天 = 名。(T 了 分离 公理 ) 
定义 中 的 邻 域 改 为 开 仿 域 ， 定 义 不 受 影响 。 
明显 地 ， 这 三 种 分 离 往 之 间 的 强 弱 关系 如 下 : 
-人 一 一 -了 
取 莹 = {o 已， 显然 , 粘 拓扑 不 是 了 型 的 ,而 科 = 1{ 他 ， 
144}， 人 六 上 昌 是 了 ,型 的 却 不 是 TT, 型 的 。 例 七 所 列 的 空间 (六 
中 a8 本 


是 无 限 集 ， 以 工本 身 以 及 一 切 有 限 集 为 闭 集 ) 是 了 ,型 而 非 了 。 
型 的 。 
下 面 讨论 与 这 三 种 分 离 竹 有 关 的 拓扑 空间 的 一 至 初等 性 
质 。 
定理 2.18 设 江 是 了 型 拓扑 空间 ， 则 有 
| 下 | 委 expBt 
其 中 expa=2"，w( 让 ) 类 示 空 间 的 权 。 
这 个 定理 说 明了 一 个 7 了。 型 空间 中 的 拓扑 莽 所 必须 满足 的 关 
系 式 。 实 际 上 , 若 空间 的 点 很 多 而 开 集 过 少 必 然 不 会 是 ! 型 的 。 
证 明 设 空间 的 拓扑 权 数 w( 革 }= o 于 是 存在 一 个 基 
多 使 得 | .多 | =g。 对 于 革 中 任意 点 x 都 能 按 下 法 定义 一 个 集 族 
BT)={B: BEF, rEB} 
这 种 由 zx 决定 的 .名 (7) 显然 是 一 意 的 ， 这 是 由 于 天 是 了 型 的 ， 
则 zs 关 y 时 ， 必 有 多 (X) 考 儿 (yy)， 因 此 集 六 与 族 
B= { BN) + rEX} 
有 相同 的 势 ， 侧 BZ*c- pC 多) 从 了 机 | 8*| 寺 |P(2)j=2° 
"二 这样 就 证 明了 | 让 所 expw(X)。 
[证 完 ] 
定理 2.19 拓扑 空间 (并 ，.9 ) 是 了 :型 空间 ， 当 且 仅 当 攻 
中 每 个 点 z 均 有 
{z}=N {UEF :rEeU} 长 水 放 
成 立 。 
证 明 ”必要 性 。 设 ( 节 ，. 多 ) 是 了 :型 空间 而 z 己 慰 ， 那 么 当 3 
关 2 了 时， 必 存 在 Te 人 ， 使 zEE 而 ?9 ED, 由 此 即 证 明 条 件 《 闪 ) 
是 必要 的 。 
充分 往 。 设 拓 盾 空间 中 每 一 点 满足 (x*》， 于 是 ， 当 y 池 
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xz 时 ， 必 存在 ZE .元 , 使 之 合 于 z*EC， 而 yYEz。 间 样 地 ， 存 在 
太后.7， 使 之 合 于 YE 入， 而 zE 玉 ,这 就 说 明了 空间 改 是 了 型 。 
人 证 完 】 

定理 2.20 拓扑 空间 (XX，. 随 ) 是 了 ,型 的 ， 当 且 仅 当 每 个 
单 点 集 都 是 闵 集 。 

证 明 (*) 式 对 每 一 点 都 成 立 的 充 要 条 件 是 ， 当 y》 夺 XY 时 ， 
存在 VE .了 ， 使 之 合 于 yEVWz EV， 这 即 说 明了 y 不 是 {x 》 
的 豪 点 ， 即 {x} 是 闭 集 。 

[证 完 】 
推论 设 〈 反 ,7) 是 拓扑 空间 而 且 习 是 有 限 集 ， 那 么 5 反 。 
了 ) 是 7 :型 拓扑 空间 当 且 仅 当 筷 是 歼 室 间 。 

定理 2,21 设 -4 是 了 ,型 空间 (和 .9 ) 的 任意 于 集 , 而 +E 
证 。 那 么 x 是 4 的 窜 点 当 且 似 当 zx 的 每 一 个 邻 域 都 有 和 集 A 的 无 限 
多 个 点 。 

证 骨 只 须 证 明 必 要 性 就 行 了 。 

用 反 证 法 。 设 7 的 荣 个 邻 域 0 中 仅 含 有 A4 的 有 限 多 个 点 不 妨 

运 
UN{A}-{r}= {ri ee ze 

由 于 (这 ， 了 了 了) 是 了 ,型 的 ,所 以 F= 让 - 上 X11，"…，In 上} 是 z 
前 开 邻 域 ， 从 而 UY 也 是 的 邻 域 但 是 (UN 人 NA- {zx} = 
中 。 这 与 7 是 4 的 裹 点 矛 司 。 

【证 完了] 

定理 2,21 反 映 的 事实 是 读者 在 实 变 函 数论 中 所 熟知 的 ， 因 
为 实数 直线 是 了 ;型 空间 ， 更 是 了 ;型 空间 。 

推论 设 4 是 了 :型 拓扑 空间 ，4c 和 4， 则 .4 的 导 集 4 是 闭 
集 ， 芭 之 不 真 ，《〈 请 读者 举 一 区 例 ) 。 

sg7。 


定理 2.22 拓扑 空间 天 是 五 wasdorF 空间 ， 当 且 仅 涩 枉 
个 收 繁 网 的 极限 都 是 唯一 的 。 

证 明 设 斑 是 五 iasdorff 室 间 ，S = {5S,，n€D} 是 六 
中 商 z 收 敏 的 网 。 以 下 证 明 当 ? 关 z 了 时 ， 则 S$ 不 收 伍 于 y。 这 里 才 
用 友 证 法 ， 谍 3 也 收效 于 7y， 由 天 是 五 aksqorFr 空间 ， 族 存在 z 
的 升 邻 域 U 和 ww 的 开 邻 域 广 ， 而 人 六 = 儿 。 册 于 S 同 时 收敛 于 > 
和 yy， 玻 存 在 d1、ds SD， 使 H 守 dd 过 XT. EV， nn 这 >d2 时 zx, 乞 六 ， 
因为 D 是 定 欠 集 ， 则 奉 和 宇 4ESDD， 满 足 d>diyd 之 ds， 于 是 
EU，xsETV， 这 与 VU 六 = 中 蔬 盾 。 

充分 性 。 设 不 是 五 ousdorF 空间 ， 则 存在 z、y， 满足 7 
的 每 个 邻 域 与 ;的 每 个 邻 域 都 相交 。 

设 U ,分别 是 与 3 的 邻 域 ,因为 六 半 帅 ,可取 点 2 v9) 所 
UNV， 注 意 % tu，vY) 的 守 号 是 两 个 标号 0 与 组 成 的 序 对 (0， 
六 GZ XY 我们 村 (Xz) XU 引入 积 定 商 : 

(ID UU; Vs) 
当 且 仅 当 UCU 六 二 了 

于 是 {zrvs yy 0， Eg XT) XCY) 上 便 是 分 别 商 z 与 
2 惧 率 的 网 。 逆 盾 。 

证 完了 

我 们 已 经 向 道 ， 对 扰 朱 让 而 盲 ， 窗 度 与 权 数 总 满足 不 等 式 
d( 广 ) 访 wl)， 但 二 者 有 可 能 相差 很 大 。 

例 17 取 非 可 数 集 了 以 及 7 了 之 外 的 一 点 @， 令 T= 了 U {0} 
在 让 上 引入 拓扑 .也 如下， 

避 ( 冯 中 )E.7 当 且 仅 当头 一 了 是 了 的 可 数 于 集 。 

不 难看 出 ， 空 间 ( 和 ， 了 了) 的 密度 4CX)=1， 权 w\ 下 ) 半 寻 。 
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人 下面 的 定理 说 届 了 ;型 室 间 中 ， 空 间 舍 点 的 多 少 与 密度 的 
大 小 之 间 有 着 密切 关系 。 
定理 2.23 设 ( 互 ，. 才 ) 是 7 了 :型 拓扑 空间 ， 则 
Rerp erp dtX)。 
证 明 设 4 是 X 的 稠密 子 你 ， 且 | 4|= dfX)， 当 zE 避 时, 定 
义 集 族 
HII= IdzEEE. } 
因为 也是 7; 是 午 的 ,所 以 fz 关 y 时 , 必 有 ww (2) 天 (yy) 这样 
叉 便 与 (TX) : ZE 天 1} 是 一 一 对 应 的 。 
由 于 UN ACcA, 压 UN AE P(A4) 
所 以 wT) CPIA) 
(rE PCPCD) 
Wm {wr 1 rEXT }CPCPOA)) 
这 样 就 有 
[RX|=|{ (x) 1: rEX }| erp erpl 4| 


=erp erp d(xX), 
【证 完了 
$8 子 空 间 
设 ( 半 ， 六 ,) 是 拓扑 空间 ,了 是 站 的 子 集 。 取 .= {UNY 
:UE } ， 于 人 妈 下 面 定理 成 并 。 

定理 2.24 (了 Y， 了 了 y) 是 拓扑 空间 
证 角 留待 读者 完成 。 
上 述 定 理 中 的 宝 间 (元 站 叫做 5， 多 妇 的 子 宕 间 ，7 


叫做 . 宁 。 关 于 工 的 相对 折 扑 或 诱 叶 拓扑 。 


如 聚 拒 了 到 互 的 恒 同 映射 记 为 ?了 -~> 无 , 即 对 每 一 点 zET， 
# 站 各 


2 一 7 那么 不 难看 出 了 x 关于 了 的 相对 拓扑 了 Yt 怡 好 是 使 得 


岗 对 ?保持 尖 终 的 了 上 的 最 小 拓 害 。 

落 了 是 下 的 子 空间 ，Z 又 是 了 的 子 空间 ， 我 们 不 难 验证 Z 世 
有 是 趟 的 子 空间 。 

涯 了 是 的 子 空间 时 ， 了 中 的 点 f+ 和 了 中 的 邓 集 4 就 一 喘 处 
于 瑟 个 空间 之 中 了 ， 很 自 热 地 会 提问 蘑 % 与 4 在 计 中 有 附 贴 
关系 ， 那 么 在 了 中 是 否 记 有 附 贴 鞠 系 ? on 本题 很 客 。 为 
此 ， 我 们 就 几 个 主要 方面 来 进一步 讨论 一 下 拓扑 空间 与 子 空 间 
的 关系 。 

定理 2.25 设 ( 了 ,.7y)， 是 (了 ，7 xx) 的 子 空 间 ，zE 了 ， 
ACF， 加 | 

C1) A 在 Y 中 是 闭 集 当 旧 仅 当 存在 汪 中 徇 闭 亿 二 ， 使 得 
A= FNY, 

(2》 x 就 空间 了 而 言 是 4 的 聚 点 当 且 仅 当 x 就 空间 外 而 言 是 
4 的 聚 点 。 

(3) .4 = ANY, 其 中 人 47 代表 就 空间 了 ?而 言 4 的 闭 包 ， 而 
表示 A 在 了 中 的 闭 包 。 

证 明 QQ》 由 下 列 逻 辑 关 系 可 以 明显 地 媳 出 。 

4 是 了 中 逆 集 志 之 了 -A 是 了 中 开 集 所 之 存在 革 中 开 集 DU, 使 
在 气 中 于 集 二 ， 使 4= 丘 站 了 。 

多 关 为 就 空间 了 而 言 ，z 的 开 邻 域 形 如 UN 了 ， 其 由 U 是 站 
中 开 集 ， 即 U 是 x 在 基 中 的 开 邻 域 ， 注 意 到 

‘UNMN A=UN A 
所 以 ，z 在 Y 中 是 4 的 附 嘎 点 ( 阶 点 ) 当 且 仅 当 z 在 达 中 是 4 的 附 
贴 点 《 聚 点)。 让 此 人 2)，、《3)》 得 证 。 
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人 证 完了 

有 一 些 性 质 ， 当 室 闻 :具有 此 性 质 时 ， 共 了 予 空间 (〈 闭 子 空 
间 、 开 子 空 间 ) 也 就 具有 此 种 隆 质 ， 这 类 性 质 时 做 加 和 承 人 性 《对 
财 子 空间 的 继承 性 、 对 开 子 空 司 的 继承 性 ) 。 

例如 第 一 可 数 性 ， 第 二 可 数 性 ，?7,、 了 ,与 7， 分离 性 都 是 
继承 性 的 拓扑 性 质 ， 但 是 “ 害 度 之 个 。” 虽 是 拓扑 性 质 悍 不 是 
继承 性 的 。 例 如 例 十 七 中 dt 六 )=1， 击 dtY)=|Y| 

下 油 讨 论 一 下 Lindel5f 性 质 ，Lindel8F 性 质 不 县 有 继承 
性 ， 然 而 对 周子 空间 却 有 继 肝 性 。 

定理 2.26 设 ( 生 ，. 多 .是 工 de 丰 空间 ，(Y， 是 .多 ，) 
是 其 团子 空间 ， 则 {他 ， 尖 ,) 也 是 Lindel5f 宝 问 。 

证 明 设 {V 广 1! iE€1 上} 是 空间 7 的 一 个 开 覆 盖 ， 只 须 证 明 
它 有 可 数 子 覆盖 就 行 了 。 事 实 上， 对 于 每 个 广 ;， 邦 存在 z 中 的 
开 华 厅 ,使 7 = 了 荆门 Di。 


由 于 了 是 闭 集 ， 广 一 了 就 是 开 亿 。 故 集 族 
10;1i1E7T LT 了 上 


便 是 六 的 一 个 开发 盖 。 根 据 六 的 Lindel6f 人 性质， 可 知 存在 一 个 
可 数 子 发 盖 ， 
{U,,, Us, in 下 一 下 
从 而 {Vi 了 11:，-…，} 便 是 了 的 可 数 必 盖 。 
[证 究 
定理 22.7 若 (，. 史 是 ( 王 ，.9) 的 亲子 空间 ， 那 么 了 中 
闭 集 亦 是 涉 中 闲 集 ， 若 企 ， 洒 是 (后 ，2) 的 开 子 空间 (了 是 
到 中 开 集 》。 那 么 7 中 开 集 亦 是 慰 中 的 开 集 
证 明 是 显然 的 。 
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§ 9 人 分离 性 下 ,、 工 .与 了 ?二 


在 人 7 中 ， 我 们 已 介绍 了 三 种 较 弱 的 分 离 性 ， 本 节 是 37 的 
继续 。 辣 这 里 我 们 不 但 办 :介绍 几 种 较 湿 的 分 亢 性 ， 而 是 项 手 研 
究 它 们 导 连 续 函 煞 的 尖 系 。 

定义 20 设 六 是 拓扑 空间 。 

《1》 蔗 册 柚 正则 室 间 、， 是 指 对 基 中 的 任意 一 点 与 任 合 一 
个 闭 集 五 ， 当 > EF 时 ， 丰 站 x 的 开 邻 域 与 站 的 开 邻 域 六 ， 合 得 
中 六 = 中 。 

( 注 集合 臣 忆 为 都 域 ， 是 少 眉 交点 都 是 V 的 内 点 ) 

《2)》 革 叫 做 证 规 空间 ， 是 指 对 于 中 任意 两 个 不 相交 的 
闭 集 厂 , 与 站 ,， 存 在 不 相交 的 开 集 0 与,， 使 得 PU ， 
FU,, 

容易 推 证 。 空 间 半 是 正则 的 , 当 且 仪 当 对 于 半 的 任意 一 点 z 
以 及 z 的 任 一 邻 域 ， 玫 存在 z 的 邻 域 六 使 得 了 王 D。 换 言 之 ，z 
的 闭 邻 域 族 蚌 邻 域 基 。 空 间 X 是 正规 的 ， 当 且 仪 当 对 了 的 任意 
闭 集 ， 当 开 集 0 一 下 时， 则 存在 开 集 六 ， 使 得 FCVcVcU 
成 立 。 

我 们 把 正则 的 了 :型 空间 是 做 了 :的 ,把 正规 的 了 ;型 室 间 叫 散 
了 的。 显然 

Ts—+*1, 


例 18 设 怀 是 实数 信念， 念 如 表示 自然 数 集 ， 了 = {i 


nEN } ,UT) = (wi, z+ 二) 


和 0 


对 z 红 天， 定居 开 邻 域 基 如 下 : 
| UC) 天 二 |， 2， 六 和 上 ， Z 天 0 
| 
(本 k=1, 2, rr} To0 
由 多 (2} 决 定 的 拓扑 .是 了 ;的 但 非 正 则 的 。 这 是 由 于 2 是 
C 计 ，.F 的 闭 柴 ，0 EZ,， 但 是 0 与 Zz 不 能 用 和 开 集 分 房 。 
下 面 介 绍 一 个 很 有 有田 的 引 理 ， 由 它 我 们 可 以 推出 许多 重要 
结果 。 
引 理 2.28 设 z 是 一 个 招 盾 空间 ,如 时 对 外 中 任 一 闭 集 六， 
以 及 包含 FF 的 任 一 开 集 UU， 和 存在 可 数 个 开 集 世 R= 1 2,'°", 
使 得 Fc U,， 且 对 于 每 一 个 s， DV,cU， 则 空间 是 正规 的 。 


证 明 设 4 与 8 是 让 中 不 相交 的 二 闭 集 。 由 于 U= 计 一 B 是 包 


合 4 的 开 集 ， 又 出 是 设 条 件 ， 存 在 一 列 开 集 U0， ,n=1，2，… 
使 得 


.4 一 UD, 
BU.NB= 
同 理 ， 存在 一 列 开 集 FF,， H= 1 2 ‘re 使 得 
BC HEF. NA=4 
| 


我 们 令 U.*= DU,~ UV 


= ,~ U0, 


于 


显然 ， 世 se 广 .3 部 是 开 集 ， 昌 对 于 任意 的 三 、 n= 1, 2, 
sa 位 一 中 
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从 而 0*= De 与 F = UV 是 两 个 不 相交 的 开 集 。 


又 因为 FrzE dmrE 革 个 了 但 z 志 天 ， 政 zE4 so” 于 
是 4CU*, 问 理 BCV*。 这 样 4A 与 B 被 开 集 U0" 与 V* 分 离 。 
[证 完 ] 
定理 2.29 正则 的 Lindel5f 空 间 是 正规 的 。 
证 明 污 了 明证 正则 的 Lindel8f 空间 广 是 正规 的 ， 只 须 证 
明 广 注 昨 3 引 1 环 2,28 和 的 条 件 。 
设 了 是 任 一 闭 集 ， 开 集 上 二 下。 因为 革 是 正则 的 ， 对 每 一 个 
+ 所 下 ,存在 z 的 开 邻 域 U,， 使 得 
EU DC 
这 样 得 到 了 六 的 一 个 开 徐 六 Uy XE }， 由 定理 2.26， 
闭 集 了 也 是 Lindel56f 空 间 ， 就 有 荣 个 可 数 子 铸 盖 {Un=1，2 
U1 } 满足 引 理 2.28 的 条 件 。 


【证 完 ] 
由 此 可 以 推出 一 个 重要 的 结论 : 


满足 第 二 可 数 公 理 的 正则 空间 是 正规 空间 。 

根据 定理 2,28， 我 们 还 可 以 推出 ， 势 为 可 数 的 正则 室 间 必 
然 是 正规 的 。 

为 了 熟悉 引 更 2,28 并 学 会 全 用 这 个 引 理 我 们 再 做 一 个 练 
a 证 六 Sorget rey 直 线 天 是 正规 的 . 谈 者 不 难 证 有 明 Sorgenfrey 
定 线 也 是 上 Lingel6} 的 。 

该 地 是 状 市 任意 一 个 财 集 ， 开 集 世 二 上 。 因 为 三 的 每 一 点 都 
是 辟 的 内 点 ， 所 包工 的 点 不 外 两 种 。 

(1) XE 下， 并 且 存 在 区 则 Ca，68)， 使 得 

XEta ICU 
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对 这 样 的 点 可 志 选 取 一 对 有 青 数 r、r” ,使 
YE Cr 一 [Cr 

《2 》zE 了 但 不 在 在 上 述 形 式 的 区 闻 (a， 的 。 此 时 可 以 

选取 有 理 数 7 ,>x+*， 使 得 
TELT rai CCCU 

并 且 当 #、yE© 上 ，Xx 夺 3 时 ， 相 应 的 (XY， rw) 与 (yy rr 必然 
吾 不 相 充 ， 从 而 可 知 第 (2 ) 类 点 圣 多 可 数 个 。 

由 于 《1)》、(2) 两 类 点 各 自 对 应 的 区 闻 [Cr，r/) 与 
[zr 总 共 是 可 数 个 ， 它 们 就 形成 了 符合 引 理 3,28 条 件 的 {UV、 
59= 2 上， 从 十 及 是 正规 空间 。 

连续 映射 在 拓扑 学 研究 中 起 着 重要 作用 ， 特 别 是 由 拓扑 空 
问 到 实数 空间 R( 或 7) 的 上 映射 ,显然 , 当 耻 是 精 空 间 时 ,一 切实 值 
连续 函数 部 是 常 值 函 数 。 砚 有 趣 的 是 ， 确 实 存在 这 样 的 室 间 ， 
它 是 了 的, 但 是 共 上 的 每 一 个 实 值 达 续 函数 也 都 是 常 值 函 数 。 

定义 21 设 必 是 拓扑 空间 , 若 对 走 中 的 任意 一 点 zx 以 及 不 舍 
此 点 的 任 登 轩 集 二 ,都 存在 一 连续 函数 户 二 一 1 使 得 FE) = 人 0 
页 yE 时 ，8o = 1， 则 称 雪 是 完全 正则 的 。 此 时 ， 也 说 点 > 
与 闵 集 已 是 函数 分 离 的 。 著 将 7 = [0，12 搞 成 任意 闭 区 间 [e， 
5， 到 求 Fz) = aa， 者 7E 忆 时 ，F3y) =b6， 并 不 影响 定义 。 

宛 全 证 则 的 工 : 型 空间 妥 做 了 7。 ， 的 ， 也有 做 Tychonoff 空 
间 。 喝 然 ， lit ia 

下 型 将 证 明 ， 1 空间 一 定 是 4 二 空间 。 (但 及 之 不 真 。 

例 12 下 的 Niemytzki 平 而 就 是 一 个 反例 ， 此 处 不 详 述 ) 。 

定理 2.30 设 义 是 正规 空间 ， 如 时 下 1 与 太 是 六 中 的 闭 集 ， 
合 于 条 件 厂 ,六 ;= 作 ， 则 存 站 连续 函数 J， 六 一 [5013， 当 XE 
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六 时 ， 了 Cz)= 0 ,天 ZE 六 时，f (zx) = 1。 挨 言 之 ,二 不 相交 闭 
集 村 以 用 疯 数 分 岗 。 
于 害 埋 以 “Urysohn 引 现 * 命 名 而 敬称 子 世 。 下 边 给 出 它 
的 证 明 。 
证 明 首先 应 注意 ， 拓 是 正规 空间 与 下 述 条 件 等 价 ; 对 任 
意 奈 集 卫 及 开 集 VU， 当 也 二 UV 时 ， 窑 在 开 集 广 ， 满 足 FcCVc TV 
UU, 
因为 了 1, 卫 ; 为 不 相交 团 从 , 若 取 D0 41= 访 ~- 下, 则 六 Ul。 
剩 用 肆 的 正规 洽 ， 根 姻 上 上 边 所 述 ， 存 在 开 集 0_} ， 使 之 满 足 条 
件 ，. 
FCU, Cc TD 
3 3 
再 由 矢 的 正规 性 ， XX 存在 开 集 0 与 .8， 满足 下 列 条 件 : 
FicU CU CU ScU CU gc 


一 般 地 说 ， 假 车 对 于 所 有 形 为 /2 "的 二 进 有 理 数 Y 均 已 定 
出 了 DO,， 其 中 f 志 2"，# 所 no。， 满 足 条 件 ! 
当 二 和 进 有 理 数 rsrz 时 
UCU,: 
殊 在 可 按 下 述 方法 对 形 如 £2""*! 的 既 约 二 进 有 理 数 定 出 
相应 的 UV ,s 
设 在 形 为 5 2 SSfo 的 诸 数 中 + 是 比 iA52i9' 1 小 
的 最 大 者 ，r; 是 比 £AA2" "大 的 最 小 省， 因为 此 时 有 
UricU, 
根据 让 的 正 此 性， 就 可 以 取得 开 集 U ,使 之 合 于 
U,cUcU ev,, 
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这 样 ， 对 一 切 二 进 有 尾数 re (0，1) 都 可 以 归纳 地 定义 相 
应 的 开 集 F .， 使 其 满足 条 件 ， 
《Ti 当 ri<ryrs 了 时 ， riCP 
《2 ) 对 一 切 二 进 有 理 数 rE C0，1) 
FUrc UcCU = XX-F, 
今 定 义 隙 数 f， XX 一 C0，19 如 下 ， 
[inf { r: XEUr}, XE- 
太一 
(1 ， XEF, 
居然 ， 当 XE 时 ，f(7x) = 0， 余 下 的 问题 是 证 明 / 是 连续 
的 ， 这 只 须 证 明 形 如 C0，9)，(B，12 的 区 间 在 映射 下 的 原 象 
是 开 集 就 行 了 。 
设 Zo E11 C0，9))， 于 是 X00)=iHf rs roEUr}<gy 
取 二 进 有 理 数 r1， 使 (xo) 之 ri 之 ag， 那 么 就 有 
rEUrCf! (C0, o)) 
这 就 说 明 广 ' (C50, 中) 是 其 和 目 肖 每 一 点 的 邻 域 ， 即 是 开 集 。 
设 zoEEf 6，120), 于 是 fxo) =inf {ry xz.EUr} >b 取 
二 进 有 再 数 r1、rs 使 1(7z.) >rs >ri>b 那 么 就 痛 xo EUr,, 更 
有 zu EU 1, 从 i 
roEX-UricCf :hb, 1)) 
说 明 广 :C58，1 力 是 开 集 。 


由 Y pbicoH 引 理 容 易 得 到 
TT 
对 于 正规 空间 ， 下 述 Tietze 关 于 巡 续 函数 的 扩张 定理 也 是 


极为 重要 而 且 有 用 的 。 
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定理 2.31 (Tietze 定 理 ) 

设 X 是 正规 空间 ， 了 是 XX 的 闭 子 空间 ， 若 f 是 了 上 的 实 值 连 
续 函 数 ， 则 存在 世上 的 实 信 连 续 函 数 户 使 得 当 zEY 时 ，7(z) 
-jz)。(7 称 作 / 在 X 上 的 连续 扩张 ,而 /也 叫做 # 在 Y 上 的 限制 , 记 
作 flir=f)。 

证 明 ”首先 就 /是 了 上 的 实 入 有 界 连续 函数 给 出 证 明 。 无 殷 
估 广 了 ->[ -Gy oa]o 

令 F =i(E-g, 一 言 g), F=f 1 oo) 
出 于 /是 了 上 的 连续 函数 ， 而 了 又 是 空间 工 的 闲 子 储 ， 恒 知 志 1:、 
玉 : 都 是 天 中 的 闭 集 , 并 且 不 相交 。 据 Urysohn 引 理 ， 便 有 连续 
郴 数 9:: 六 一 [一 土 d， 寺 0] ,使 得 TE 玉 | 时 ，9 1(X) = - 言 ay 
ITEP 时 ,91(7) = 和 寺 a。 从 而 ， 当 xzE 了 时 ， 有 

fr) 一 92 本 0 

我 们 取 户 (zy = (2) go。 则 请 (27 亦 是 工 上 的 实 值 巡 续 
函数 , 且 六 :了 工 -[- 秋 Ga， 训 0y 重复 前 而 的 步 吏 ， 恒 可 得 ;gs : 
入 一 [- 寺 (得 G)， 村 ( 生 0)]， 使 得 ， 当 z 和 工时 ， 有 

[zy 一 9iKTD)S 和 《本 0) 

即 | 一 BY 一 DZ :a 

一 般 地 ， 假 设 已 求 出 基 上 的 连续 函数 gil， 93，……，9。 使 
得 

《1) Hz 长 坦 (19 7EA k=1, 2, **， 

《2) fr — (Cg.(r) + to (TE go, TEYT, k= 

1， 2, 肌 中 市 自由 里 & 

若 令 f(r) = 了 (zx) 一 (91(2) + 二 9o(7))， 则 了 ,是 一 实 值 连 


续 函 数 《 有 涯 ) : 
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了 一 人 [一 ( "a, 《#9) “0 
再 重复 开始 移 处 理 步 昧 ， 便 得 到 不 上 一 个 实 值 连续 函数 ， 
durit 太一 [一 告 ( 言 ) "ay 言 ( 间 》 "a 使 得 ， 当 x 疡 了 时 ， 有 


fr) Sg, (x)< "tlg 
由 此 得 到 函数 列 {94 ， , 共 中 gs 是 全 上 满足 上 而 条 件 (1)、 
(1) 的 实 值 连续 函数 。 由 (1) 可知 级 数 交 ga(z) 在 久 上 一 
致 收 伍 。 
令 F(z) = gaz) 
故 * 在 万 上 连续 ， 且 
f(r) < ED 
又 由 (2) 可 知 
ED cj 一 lim gw 


种 
limf(r) 一 01 (Cx) [=0 


即 flz=/ 
这 样 就 证 明了 f: Y->*〔 -oc、a] 连续 时 ， 有 连续 扩张 
fi XX CL-a, oa) _ 
当 f 在 Y 上 无 界 时 可 歌 一 个 同 胚 映射 
ts 《一 co +oo)—r(—-1, 1) 
于 是 ， 根 据 前 面 结果 ， 连 续 函 数 i。f/: 了 -*[ 一 1，1] 有 连续 扩 
张 了 fs 了 [一 1，1)， 注 意 到 4= 广 "1C {~ 1，1}] 是 苇 由 的 
闭 集 ， 且 与 7 不 相交 ， 放 存在 连续 函数 h， 久 一 [0，1)， 全 得 当 
zE .4 时 jz) = 0， 当 ZEY 时 (x) = 1。 
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今 f=i! o CF ieh) 
电 然 ， 了 是 区 到 R 的 连续 函数 ， 旦 可 = f 。 
[证 完 3 
在 Tietze 定 理 中 ， 无 的 正规 性 是 重要 的 ， 否 则 不 将 有 不 相 
交 的 闭 集 4、B， 不 能 被 开 集 分 离 ， 令 Y= 4UBB 


{9, EA 


fr) = 
\, tteEB 


显然 ，F 是 Y 上 的 实 值 连 续 范 数 ， 但 不 存 在 挟 上 的 过 续 扩 
充 。 
§10 连通 性 
设 A 与 8 是 拓扑 空间 (X， J ) 的 两 个 子 集 ， 当 4n B= 多 > 
A NB 对， 我 们 便 说 4 与 8 是 也 离 的 。 挽 句 话 说 , .4 与 8 任 一 个 都 
不 含 另 一 个 的 附 贴 点 。 例 如 实数 空间 中 (0，1) 与 人 1，2) 就 是 陋 
离 的 , 但 是 《0，1) 与 Cl，2) 不 是 哆 离 的 。-4 与 了 隔离， 有 几 
种 等 价 的 说 法 。 其 一 ，-4 与 3 不 相交 并 且 同 是 子 空间 4U 8 中 的 
开 某 。 或 者 ，.4 与 3 不 相交 且 问 是 子 空间 4U 了 的 闭 集 。 或 者 4 
与 8 不 相交 且 其 一 是 子 空间 4U B 的 嗓 开 且 闭 集 。 显然 ;车 A 与 B 
限 离 ， 则 4, 4 与 BC 8B 亦 是 也 离 的 。 
关于 陋 离 集 我 们 提出 如 下 几 条 人 性质 。 
定理 2.32 设 上 、2 是 拓扑 空间 中 的 两 个 闲 集 ， 风 了 ~ 忆 与 
2Z -了 便 是 隔离 的 。 
证 明 显然 , 了 -~ 2Z 的 附 赂 点 必 访 于 闲 集 Y， 从 而 不 局 于 2 
-了 ， 对 Z -了 亦 是 一 样 ， 故 了 ~- 2Z 与 ~ 了 是 陋 离 的 。 
证 完 ] 
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定理 2,33 设 世 是 拓扑 空间 ， 区 = 了 员 Z， 若 ~ 2 与 艺 一 并 
是 隔离 的 ， 那 么 对 于 任意 的 4C 下 ， 有 了 下 关系 成 立 : 
A= CANYY) UY (ANZ') 
其 中 ANY?，ANZ :分别 表示 和 集合 4NY, A 人 NZ 于 子 空间 了 及 Z 
中 到 的 财 包 。 
证 明 因为 4= ANYN ANZ 
于 是 有 AANY?I) AN 2: 
以 下 证 明 AC ANYzU] AN Zr" 
落 zE 4， 不 妨 设 rE A 了 = AN (YNZ)UANM (7-2)， 
于 是 ， 当 zEY 时 ， 有 
克扣 好 站 了 > 
奋 项 x EY， 有 
TEZ-Y 
因为 Z~ 了 与 -2Z 是 隔离 的 ， 政 有 
即 reEAN(YTNZCANZ 
从 而 rE CPP 
[证 完了 
下 烈 定 再 是 显然 的 。 
定理 2.34 若 革 是 拓 挤 空间。，X= 了 UZ, 而 且 Y 一 如 与 Z 
~ 了 是 隔离 集 ， 若 .4 满足 : 
ANY 在 了 中 开 《 闭 ) ，AN1Z 在 ZZ 中 开 ( 闪 ) ， 则 4 便 是 
开 《 闭 ) 集 。 
证 明 “说 ”的 迟 况 是 上 一 定理 的 推论 ， “TF” 的 筷 况 内 
须 考 弄 余 集 即 可 。 
[证 完 ] 
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现在 引入 拓扑 室 间 的 另 一 重要 概念 一 一 圳 通信 的 概念 。 

定义 22 设 A 是 拓 提 空间 (XX, 了 了) 中 的 非 空 集合 ， 着 4 不 
能 表示 成 两 个 非 空 阳 离 集 之 并 ， 则 称 4 是 连通 从 ， 老 读本 款 是 
连通 集 ， 则 称 《〈 习 ，.?) 是 连通 空间 。 考 拓扑 空间 的 每 一 点 存 
在 着 由 连 道 集 组 成 的 邻 域 基 ， 则 称 空间 是 局 部 连通 空间 。 

我 们 不 难 证 明 实 数 空 间 R 及 其 每 一 区 辣 都 是 连通 的 。 实 际 
二， 投 开 是 不 连通 的 ， 于 是 员 = RU RR;， 其 中 驴 :，R; 都 是 既 
开 且 闭 的 非 空 集 ， 且 不 相交 , 任 取 点 zf 如，za 拓 民 :， 无 妨 设 
TT 仿 G=inftTs XE RL TA 下 可 以 说 明 不 论 
<< 届 :或 oE 天 :都 将 导致 子 质 。 

《1)》 者 6E RR,， 因 民 ;是 开 集 ， 准 存 三 RR 中 点 x， 使 之 攻 
<a， 与 《ao 是 下 了 确 外 ”了 矛盾 。 

(23) 着 seE Ri， 因 尺 : 是 开 集 , 故 存 在 56， 使 ro，b) 一 已 
又 与 “a 是 下 确 昼 ”了 矛盾 。 

从 而 是 连通 的 。 

以 下 介绍 的 关于 连通 集 的 结果 是 很 有 用 的 。 

定理 2.35 若 4 是 空间 寺中 的 连通 集 ，3 满 足 条 件 

CDBC 2 
则 号 亦 是 连通 集 。 

证 明 ”上 用 反 证 法 。 假 设 3 不 是 连通 集 ， 则 B= B, UB,， 其 
中 8, 、8B; 非 空 ， HBNMB,=B,NB,= 他 。 

由 于 4 一 好 ， 可 知 4= (A 从 BL) (AN B,), 因为 B1,8, 是 
陋 离 的 ,而 4 是 连通 集 ， 则 .4103 与 4n3B3: 至 少 一 项 是 空 
集 。 

无 妨 设 4 站 8; = 人， 从 而 A 呈 B,， 
dhnB:c BNB,=$ 
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而 Bs 二 BC A, B, = A NB, = 让 

这 样 与 Bs 关于 盾 。 

5 证 完了 

定理 2.38 设 {-4:，1iE7 上 是 一 族 连通 集 ，3B 也 是 一 全 连 
量 集 ， 而 且 召 与 每 个 4| 均 不 隔离, 那么 ,3UCU 1 4: iel }) 

证 明 为 着 书写 简单 起 见 ， 令 C=BU(U 1{ Ai: i€1})， 
仍 用 反 证 法 。 

假设 C 不 是 连通 储 ， 则 C= CUCsy 其 中 Ci， Cs 是 二 非 空 
入 岗 集 。 由 如 连通 , 故 B 必 整个 包含 于 基 一 个 Cl， 例如 BC,， 
叉 每 个 4; 与 B 不 隔离 ， 喜 4, 忆 C，,， 从 而 Cs = 中 。 矛 朱 。 

[证 完 3 

推论 1 车 {4;: 1E7 上 是 一 族 连通 集 ， 两 两 不 隔离 ， 则 
Ut A;: iiE7 是 连通 集 。 

推论 2 ”车 集 .4 中 的 任意 两 点 zr、y， 在 在 连通 集 4, 满 
是 | 

{x, y}CA,,CA 

则 4 是 连通 集 。 

用 数学 归纳 法 容易 证 明 ， 

推论 3 ” 若 4，4，…， 刀 是 有 限 个 连通 集 ， 而 且 4 ,与 
A441(i= 1,2…4 一 1) 不 二 离 ， 则 U4, 便 是 连通 集 。 

推论 若 所 44，… ,4,,…… 是 可 列 个 连通 集 ,4 与 A, 4 
不 隔离 (4=1，2，*……)， 则 U 4. 是 连通 集 。 


定理 2.37 连通 集 的 连续 象 是 人 这 通 的 。 
证 明 设 /: KX> 了 是 连续 的 ，ACXX。 
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着/( 作 不 是 连通 集 ， 于 是 有 韭 空间 离 集 ,与 ,使 = FA 
=B,!)B,, 

不 难 证 明 扩 (B81) 与 站!1(B;) 亦 是 相隔 离 的 (否则 由 z EY 
CB 人 -1(B;), 推出 z Ef-1BDNF1(B,)， 于 是 f(z) EE 


Bi N12,, 巴 盾 于 加， NB, = 中 。 
这 祥 A 就 可 以 表示 为 非 守 隐 离 集 六 1B,) 人 A 与 站 1(8,) 只 


4 之 并 。 耶 居于 4 是 连通 集 。 
【证 完 ] 

出 此 定理 可 知 ， 连 通 人 性 是 同上 肛 不 变性 。 

定理 2.38 (的 秦 ) 

拓扑 空洞 4 中 的 子 集 4 是 连通 的 , 当 且 权 当 下 列 条 件 成 立 : 

对 每 一 点 dzE 4, 取 任 一 开 邻 域 V .那么 对 .4 中 任意 沽 点 a、 
,存在 4 中 有 限 个 点 aj = 0，0s，…"， 0 = 了 使 

ANF ,中 {li ~ 1) (0°) 

证 明 首先 证 明 条 件 的 充分 性 。 用 及 证 法 。 荐 4 不 连通 ， 

则 如 = ALU A:， 其 中 ， 全 天 ,4 和 和， 且 和 有 4 = 站 


4 二 中 

对 每 一 个 zE A， 可取. = 半 ~ 4， 

对 每 一 个 ?所 4 ， 可 取 扩 := 大- 4 

于 4 、4 中 分 别 取 定 a,5， 对 .A 中 任意 有 限 个 点 : = Ly 
"Gs = 了 b， 必 存在 i 使 41 毛 有 所; ,出 qi41E.A4;:， 郑 么 有 


Ds ” 


ANY, NF = ANCX~ AV NY -二 
= AU (XX- 不 U de) = 中 
发 不 满足 人) 


其 次 证 明 必要 性 
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证 对 .4 中 任 二 点 a、 上 ,有 满足 0) 的 有 限 个 点 ; qt = eyezy yaa 
= 65。 这 祥 的 点 列 称 做 连接 g、5 的 一 个 链 。 

用 到 证 法 。 银 若 对 4 中 两 点 aa、b， 不 存在 这 在 的 有 限 链 。 
先 将 a 园 定 下 来 ， 并 考虑 -一切 与 c 能 用 碳 限 链 和 连接 的 点 之 集合 刁 
( 忆 A)， 显 然 ，b EE， 从 而 EE 是 4 的 非 空 真子 党。 以 下 证 明 也 
是 子 空间 4 中 既 开 且 闭 的 集合 。 

DE 是 4 中 的 开 集 。 

实际 上 ， 当 zEe 匡 时 ， 恒 存在 一 有 根 点 列 ol =G 0 
ga，。= XX 满足)， 此 对， 若 yEV 站 4， 则 将 jy 取 作 g, +19 那么 式 
0) 对 ?入 # 志 量 成 并 的 。 因 此 ，x%EEHH，ADNY;: 守 忆 ， 从 而 玉 
是 4 中 开 集 。 

《2 ) EE 是 4 中 闲 集 。 

设 yE€ E* = EN A4， 则 必 存 在 zEE， 使 XEV,， 设 
QL1= 0 ta， G4 二 XY 是 连接 a 与 ?的 一 个 链 ， 那 入 令 grt1=y 
时 ， 式 (") 对 于 i 所 1 仍然 是 成 立 的 , 即 证 明了 yEE, 故 E*= EE。 

综 上 所 述 ， 王 是 4 中 茎 开 且 闭 的 非 空 真 子 蛇 ,从 而 4 不 是 过 
通 的 ， 广 盾 。 必 要 性 得 证 。 

[证 完了 

六 是 拓扑 空间 ，zx 基 蔷 中 任意 一 点 ， 那 么 食 点 x 的 一 切 连 通 
集 之 并 仍 是 一 个 连通 集 ， 且 是 含有 xz 的 最 大 连通 集 ， 把 它 叫做 
忒 的 一 个 连通 分 支 。 容 易 看 出 ， 同 一 空间 中 的 不 阅 迹 通 分 支 是 
互 不 相交 的 。 每 个 连通 分 支 都 一 定 是 闭 集 ， 但 不 一 定 是 开 集 。 
苦 上 是 一 个 连通 分 支 ,那么 对 于 每 一 点 yEC，C 是 含 y 的 最 大 连 
通 集 。 


例如 考虑 EE: 中 的 点 集 


El,= 1{ (xz, »): z= 地， 0<y<} 


* ] 5 。 


令 于 = { (0,0)} (UE,) 


于 半 上 取 扯 对 拓扑; 则 含 t0、 人 0 的 连通 分 支 是 { 0.0) ， 
它 不 是 外 中 的 开 集 。 
对 于 局 部 连通 空间 则 人 有 以 下 结果 ， 
定 奸 2.39 局 当 近 和 通 完 间 必 中 的 每 一 连通 分 支 基 婚 开 且 诸 
的 。 
证 明 留 给 读者 完成 。 
局 部 连通 空间 不 一 定 是 连通 的 ， 反 之 ， 连 通 空间 也 不 一 定 
是 局 部 连通 的 。 
例如 ”在 E: 中 的 两 条 平行 线 
= {xr y):r=0} 
六 = Try 
令 互 = 了 [U1，、， 取 相对 拓扑 ， 则 它 是 局 部 连通 的 ， 但 不 是 
连通 的 。 
多 如 ”在 E: 中 取 直 线 
[i= {tr, yr 让} i=1, 2, ** 


J, = {1 (xr, Vy): = 人 0} 
了 = { (x, YY) y= 个} 


令 革 = 《U1 1， 并 取 相 对 拓 抒 ， 则 了 是 连通 的 ， 但 不 


是 局 部 连通 的 。1。 上 除 原点 之 外 的 每 一 点 都 不 具备 连 道 的 邻 域 
基 。 


第 二 章 习 题 


1 。 试 证 ， 集 了 上 任意 多 个 拓 提 的 交 是 入 上 的 扰 提 。 
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2。 举 出 一 网 ,. 吃 与 . 困 : 部 是 全 基 上 的 扰 关 ,也 -大 
是 天 上 的 拓 秆 。 

3 。 设 《 玉 ，. 了 了 》 是 一 个 拓扑 室 间 ,AC 瑟 ， 试用 邻 域 概 念 
来 证 明 

X= A (XK-A)., 

4 和。 设 ( 愉 ，. 史 ) 是 拓 才 空间 yzETc 关 ， 证 阴 刀 是 x 的 邻 城 
淄 且 仅 当 灶 于 以 x 为 聚 点 的 集合 A 二 天 恒 有 ANU- {zx} 寺 @， 

5 。 已 知 欧 几 里 得 平面 荀子 集 4= 4 (2,0) : 0 之 X 之 1 与 
B= { (z，) :5 与 4 都 是 有 理 数 } ,请 指出 4,4",A*，B，B"， 
B' 以 及 (B)*，(B'). 

6 。 设 了 1 与 六 ;是 同一 个 集 信 上 的 两 个 括 社 ，. 了 1! 呈 29 起 
们 把 子 集 .A 在 空间 ( 玉 ,. 寡 ,) 中 的 团 包 记 为 / 介 ", 内 部 记 为 4""， 
其 中 中 = 1，2， 试 问 

与 .3 .49 与 则 9 

之 间 有 怎 祥 的 包含 关系 了 

了 。， 设 下 = fa 日 ， 斌 在 瑟 上 引入 插 扑 .多 1 与 宛 :， 使 得 
单 点 集 有 = {qa} 站 空间 (及 ， 了 i) 中 的 导 汪 A 不 是 闭 的 ， 而 让 
( 妈 ， .9 20 中 -人 是 非 室 的 闭 集 ” 

咏 。 设 . 寺 : 与 容 : 是 同一 个 拓扑 空 间 《 二 ，. 终 ) 的 不 同 的 两 
个 基底 ， 臣 问 雷 ,与 窜 : 有 什么 关系 人 

日 。 设 空间 《 扒 ， 史 ) 注 足 第 二 可 数 公理 ， 证 明志 的 碍 一 
个 基底 都 包含 着 一 个 可 笋 基底 。 

10。 设 .4 在 空间 为 中 秋 害 ， DU 是 开业 ， 证明 UC (ANDD” 

l11。 在 具有 序 舌 掉 的 序数 空间 [0, Ww) 中 有 可 数 料 帘子 集 
吗 ? 

12， 对 人 Sorgenfrey 直线 下 回答 下 列 问 题 ; 
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四 除去 中 与 下 之 外 ,下 中 有 没有 了 既 开 且 亲 的 子 集合 ? 

他 攻 注 尾音 一 可 数 公 理 吗 ? 

地) 五 有 可 数 再 密 子 集 吗 ? 

13。 设 主 是 了 室 间 ，.A 己 卫 ， 证 明 导 集 .A!' 是 闭 集 。 

14。 已 知 六 是 无 限 集 ， 请 给 出 了 ， 使 (是 ， 依 ) 是 站 型 托 扑 
室 间 ， 并 卫 . 了 是 此 入 拓 提 的 爱 小 者 。 

15。 举 例 ，.4 是 实数 空间 下 的 一 个 子 集 ， 满 足 条 舍 

二 (47 《04 

16。 设 ( 呈 ，. 多 ) 是 拓 打 宝 间 ， 证 明 下 列 三 条 件 搜 此 半价 

中 (了 ， 六 ) 是 本 ,前 ， 

二 ”对 任意 的 2、3y 反 攻 ，z 二 站 在 + 的 开导 域 扩 使 捍 8 局 


图 对 每 一 点 zs， 有 站 {01sEUEI= Tz 上 成 立 。 
17。 设 /与 9 是 室 间 XW 到 Ts 空间 了 的 连续 映射 ， 证 明 

CD 全 {x :了 Cz)= 9(2)} 在 入 中 是 用 的 : 

《2) 当 A 是 池 的 箭 密 子 集 ， 并 且 f|。=9g) :时 ,f= 9。 
18。 证 明 分 离 性 了 ,是 可 娃 承 的 ， 其 中 isS3 责 。 
19。 设 映射 + 久 一 了 连续 ， 如 果 我 们 按照 下 还 情形 改变 议 

或 了 的 抱 扑 ， 放 问 仍然 连续 喝 ? 

C1》 将 入 上 的 括 站 加 细 j 

(2) 将 兴 上 的 括 扑 变 碍 ; 

(3) 将 了 上 的 拓扑 加 细 # 
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C4) 将 了 上 的 拓扑 变 竹 。 
20。 设 /与 9 都 是 室 间 让 天 实数 室 间 民 的 连续 油 数 ， 污 证 
《1) af，1 +9 连 绒 , 其 中 @ 是 给 定 的 实数 ; 
(2)f，g，f/A 0 和 连续 ( 式 f/A9 中 的 9 在 六 上 恒 不 取 替 值 )， 
C3) 1f|，maz{ f， 9 }，min{ f，9 } 连续 。 
21。 襄 各 及 拓 起 室 间 , 放 三 用 B, 并 且 用 一 如 与 如 ~ A 是 相 
肾 离 的 ， 喘 射 ; 挟 一 了 在 .4 上 过 续 同 时 在 妃 上 连续 。 证 明了 在 
和 上 连续 。 
22。 设 大 十 空 间 夭 到 空间 7 上 的 连续 中 射 , 证 明 Id(Y 了 ) 坊 d 
《不 )， 其 中 dd 让) 表示 空间 站 的 密度 。 
23。 设 /是 空间 半天 室 间 了 上 的 连续 映射 ,证 明 当 下 是 Lind- 
5 空间 时 了 是 Lindel6f 空间 。 
34。 按 于 述 要 求 音 兴 一例， 
《1) 映射 让: 太一 了 上 是 开 的 、 连 续 的 ， 但 不 是 闭 的 
《2) 映射 7; 人 一 了 上 有 是 闲 的 、 连 续 的 ， 但 不 是 开 的 ， 
《3) 吧 壬 上 :六 -mr 了 上 是 既 开 卫 阅 的、 连续 的 ， 但 不 是 
同 凸 映射 3 
<4) 暴 壬 :人 > 了 上 是 连续 的 、 一 对 一 的 ,但 不 是 同 
省 映 射 。 
25。 已 后 XY 是 无 限 委 ,了 = 1 申 ， 有限 未 的 余 信 上}, 试问 室 
间 ( 玉 ，.) 连 通 吗 ? 
26。 设 5 . 杀 ) 和 是 连通 的 拓扑 空间 车 . 史 " 也 是 美工 的 拓 打 ， 
并 且 . 和 4c8， 域 问 (7，. 江 "连通 吗 ? 
27， 设 加 表示 由 两 个 点 组 成 的 党 空间 {0,，1}， 苹 是 一 个 
丘 提 空间 ， 证 明 玉 是 连通 的 洁 且 仅 当 不 存在 由 不 到 已 上 的 连续 
映 圭 。 
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28。 设 尽 是 通常 的 实 炎 空间 ， 台 与 凡 分 别 表 示 有 理 数 集 与 
自然 数 集 ， 做 为 子 亿 间 来 看， 空间 马 与 空间 凤 音 自 的 连通 分支 
有 多 小 ? 二 着 的 连通 分 支 有 什么 不 同 ? 这 两 个 空 河 同 艇 吗 ? 

29。 斌 证 Socrgenfres 直 绑 玉 是 一 个 二 imneerar 空 间 。 

*30。 试 证 :入 efmyfzki 平面 了 不 是 正规 空间 。 

w 3]。 试 构造 一 例 ，. 了 1 与 .六 ,是 同一 个 集合 XX 上 的 拓 村 ,1 
宗 了 ,， 但 斌 (六 ， 了 1) (KR， 庆 ,) ,其 中 W (和 ，.7) 硼 示 括 
半空 间 ( 瑟 ， 了 ) 前 林 ，。 


120 # 


箭 三 广 ” 炽 空间 、 商 空间 


$1 积 空间 


设 { 攻 。: GA} 是 一 族 抄 扑 定 闻 ， 考 碟 直 积 和 = X xe 
# gE.4}， 令 也, 宕 示 从 到 从 标 空间 了 。 的 投影 ， 即 对 每 一 点 
z= zs } 七 革 ，P。(X) = wo。 我 们 把 映射 族人 了 。: a€ 4 的 
定 移 拍 外 祈 间 做 家 积 革 = x {了 ; eE4 工 的 乘积 拓扑 。 
下 ychonoff 拓扑 。 把 《 半 ， 祈 》 由 做 拓 提 空间 旋 七 反 。 
< 4) 的 六 代 空间， 简称 各 全 辣 ， 由 华 二 剖 6 知 道 ， 本 和 拓 
扑 . 了 是 人 局所 有 了 P。: 汪 习 XXg 连 线 的 、 让 上 的 最 小 拓 盾 ， 所 以 
= 《PLUoj :上 0, 是。 中 的 开 集 ;0E A1 


为 对 基底 ， 其 中 P24CU,J 即 是 U, x (x {XX。 :bEA, ba})。 
一 切 形 如 
NN { PoytU #11i=1, 2, :nh} 
= XXX 
ly + 0 }) 
《其 中 Us ;是 五。 中 的 开 集 ，1n 是 自然 数 ) 的 集合 组 成 了 祖 的 一 
个 基底 。 我 们 以 后 把 这 样 的 基 赢 〈 子 基底 ) 叫做 乘 恕 拓扑 前 标 
准 基 记 〈 子 基底 》， 其 中 的 元 素 吧 基本 开 集 。 
定理 3.1 积 空间 了 = Xx { 六 。 + aeE 4 商 其 仅 标 空间 闻 。 的 
投影 ,是 开 上 映射 (所谓 开 上 映射 是 指 把 开 集 映 成 开 集 的 映射 )。 
证 明 ” 设 G 是 中 任 一 开 集 ， 今 证 明 PsLGJ] 是 XX。 中 的 开 
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集 ， 这 点 人 持 证 朋 六 。 [如 的 位 -一 点 部 是 PLG) 了 十 。 设 Ta Ee 


FL do Ee 万 右 全 之 全 于 了 (rT) = | 因 注 是 开 集 ， 于 是 存 
妇 革 人 候 芋 本 开 舍 
B= Cx {Uisi=1, 2 ,HHIx 【Xu 
EA, aa ee an}) 
使 得 
TEBCG 
由 此 推出 


U,, Ma= gr, i= 1， 2， "1 
| 


时 

}eP.ce) 
,EAN fa， gn} 时 

说 明 z 是 已 ,[CG3 的 内 点 。 

[证 完 ] 

从 葬 积 折 扑 的 定居 知道 ， 下 述 关 于 连续 性 的 判别 法 是 定理 
2 .17 的 二 楼 鹤 论 。 

定理 3.2 设 f 是 拓扑 空 间 区 到 积 空间 了 = x 7Y。: o€E 4A} 
的 号 射 ， 则 /连续 的 充 要 条 件 是 对 每 一 个 0€ A4，P。*， f 连 续 ， 
其 中 已 。 是 工 到 了 。 汐 投影 。 

定理 3,3 设 攻 sj HEDD} 是 积 空间 X= x {X10€ 4} 
让 的 网 ，z= {xX。} 了 ES 玉 ， 则 41， 所 吕 了 收 侣 于 x 的 充 训 条 
件 是 闭 每 一 个 a€ 4，{ PP,(5.)，# 所 已} 收 襄 于 P。 (7)， 


证 明 必 导 性 。 当 DU 是 z, 的 开 邻 域 时 ， 上 -LU 就 是 x 的 开 
邻 域 ， 了 既然 {SS,，，nEDD} 收 分 于 x， 就 有 dE 使 得 S$ .EP 
{如 对 一 切 W22 dd 成立， 从 而 (35,) EVUN 一 切 fn>d 成 立 。 说 明 
4 号 ,(9 NED} 收 襄 于 P(x) = ws。 
充分 此 。 要 证 明 4 3,，# 部 司 } 收 合 于 Xz， 只 须 证 有 明 对 z 的 
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每 一 个 形 如 PC 了] 的 邻 域 来 说 ,网 {S,，nE 吃 } 终 于 在 Ps 
[0 中， 此 处 的 P -400D 是 标准 子 基底 巾 的 元 。 由 于 此 时 UU 是 
Te 的 开 邻 域 ， 那 么 由 吕 ,(5,)，# 扬 司 》 收 分 于 x 3 知道 存在 d 
所 局 使 得 当 n22d 时 Pe(5.)EV, 从 而 S. EP CVD 对 一 切 nz>d 
成 立 。 

[证 完了 

如 虹 注 意 到 站 积 区 = X 二 区 iaE 本 中 的 一 个 点 了 = 
{ ze } 计 是 以 4 为 定义 域 ， 导 每 一 个 6E 4 取 值 于 并 。 的 一 个 函 
数 。 那 么 定理 3.3 正 好 告诉 我 们 这 个 事实 ， 驰 积 拓 扑 使 得 积 空 
间 中 网 的 收 促 反映 了 函数 网 的 技 点 收 襄 。 特 别 当 4 是 一 个 实 妆 

合 ，、 每 一 个 坐标 空间 XX, 都 取 通 常 的 实数 空间 时 ,一 列 纺 有 4 为 
定 尽 域 的 实 信函 数 户 ，mr= 1 2 就 是 x {对 。: ga.A4} 中 
的 一 列 点 ， 点 列 工 六 上 在 积 空间 中 收 笋 于 一 点 六 正好 与 国 数 
询 { 了 ,上 } 按 点 收 敦 相 一 致 ， 即 对 每 一 个 gE .4;: 荆 f.(0) 上} 收 化 
于 Fo)。 

下 面 转 入 关于 积 空间 的 分 离 性 的 讨论 。 这 里 所 要 研究 的 问 
是 是 ， 当 每 个 华 标 空间 都 有 某 种 分 离 性 时 ， 科 积 空间 是 否 也 有 
同一 分 离 任 呢 ? 一 般 说 来 ， 设 PP 是 某 一 拓扑 性 质 ， 如 果 当 每 一 
坐标 空间 都 有 性 项 天时 ， 便 能 保证 息 积 空间 也 有 人 性质 己 前 话 ， 
我 们 便 称 P 是 履 积 人 性 的 。 可 以 证 明 To。、T1、 TT。 以 及 正则 性 、 
完全 正则 性 都 是 乘积 性 的 。 作 为 示例 ， 我 们 只 对 了 :以 及 完全 正 
如 性 绽 出 证 明 。 

定理 3.4 ” 设 每 一 个 五 , 均 是 Hausdorff 空间 ，aE 4， 则 
积 空间 及 = Xx {及 , : a& 4A} 是 Howsdorff 空间 。 

证 阴 设 z= {tz 与 y= {f 如 上 是 到 中 不 同 的 两 点 ， 于 是 
存在 某 一 标号 cE .4 使 得 gz 所 因为 基 。 是 Hausdorfj 空间 ， 
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因此 有 开 集 0 与 F 合 于 条 件 ，z。EU，y。E 所 了 NI 大 = 绍 。 显 
然 P-LC0) 与 P45V) 便 分 别 是 x 与 y 的 开 邻 域 并 和 且 不 相交 ， 
[证 完 ] 

定理 3,5 设 每 一 个 X。 均 是 完全 正则 的 括 扑 空 间 ,a€ 4 
风 积 空间 五 = x 1XsiaEAd 是 完全 正则 的 。 

证 明 ” 取 玉 的 标准 子 基底 Y = { Pe C0, :DU 是 .中 的 开 
集 ，c EA4}。 设 ITEP CU,J， 于 是 x。 EU。， 轩 为 X。 是 完全 
正则 的 ， 所 以 有 连续 图 数 9 : 芯 , 一 C0，1] ， 使 得 g (ro) = 由 
9fXeND IC {1}。 从 而 /=9。 已 .是 X 到 [0，1 的 过 续 画 
数 。 使 得 fo(r) =0, fCXNPTLU C1{1} 

上 关 矿 是 x 的 任意 一 个 分 域 ， 那 么 就 育 某 个 基本 开 集 

B={(xX TEL 2, ,nn})xC(xX{X, :a 
Qi， :ss Us }) 

州 
= 有 Pard, 2) 


i= 1 
使 得 
EBEW 
对 每 一 个 a : 取 上 述 的 连续 函数 f。 1 : XX->[0，1)， 使 得 ff, ， 
(2) =D， 而 当 yEXNP3ICU ,站 时 ff, 1(9) = 1 
他 
FD) = mar { for tt), foslt), ry fon lt) } 
由 此 定义 的 函数 关 : X 一 [0， 才 显然 是 连续 的 ， 并 且 使 得 f(x) 
=0， 而 当 yEX、\ 玉 时 f(ty)=1。 说 明 下 是 完全 正则 交 。 
[证 完 ] 
正规 空间 的 乘积 是 哲 基 正规 的 ? 这 个 问题 曾 吸 引 了 不 少 
人 ，1947 年 Sorgenfrey 给 出 了 反例 ， Sorgefrrey 直线 已 是 
正规 的 。 伍 乘积 空间 到 Xx 五 不 是 正规 的 。 其 证 阴 此 处 从 略 ， 读 
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者 可 参阅 R.Engeltiiny, (Gensral Topologyy 。 

关于 非 溢 积 性 的 拓扑 性质， 我 们 册 举 只 第 一 可 数 性 作为 一 
例 。 众 下 述 的 定理 将 知 出 ， 当 乘积 因子 个 数 较 多 ( 非 可 数 ) 时 ， 
即 侯 党 每 一 因子 室 间 均 满 是 第 一 可 数 公理 ， 但 一 般 说 来 ， 它 们 
的 乘 稻 二 不 满足 这 一 公理 。 田 些 也 全 我 们 了 解 刘 在 研究 琢 数 列 
按 点 收 化 问题 时 ， 度 盟 空 间 怠 不 能 用 的 (例如 5 个 实数 空间 的 
恒 积 空间 就 十 六 可 上 训 量 化 的 。 见 第 五 章 》。 

定理 3.6 积 空间 X=z{ 蔗 。: GE A441} 满足 第 一 可 数 公 理 
鸥 充 要 条 件 是 每 一 个 坐标 空间 尖 。 满足 第 一 可 数 公 理 ， 并 且 除 
去 可 数 个 坐标 空间 外 ， 其 余 羡 , 均 是 粮 空 间 。 

证 明 (一 ) 首 完 证 明 ， 若 了 是 了 到 了 上 的 连续 开 驶 射 ， 关 
满足 第 一 可 数 公 理 ， 则 了 也 满足 第 一 可 数 公 理 。 

对 任意 一 点 EY， 取 x 所 使 之 合 于 f(x = y。 因 为 了 满足 
第 一 可 数 公理 ， 所 以 点 x 有 可 数 邻 域 基 ， 设 为 4U.,: n=1,2， 
…} 无 妨 认为 U0 .都 是 开 的 。 令 广 .= f[IU.)， 因 为 f 是 开 映 
射 ， 所 以 六 ,是 开 的 ， 并 且 是 y= fx) 的 开 邹 域 。 设 WY 是 y 的 
意 一 个 邻 域 ， 由 f 的 连续 性 知道 ， 有 某 个 上 ,使 得 fCU ,mC 吐 克 ， 
即 广 .c 床 。 说 明 4 了 ?n=1，2， 上} 是 3 的 分 域 基 。 

由 于 投影 ,是 XX 到 X。 上 的 连续 开 上 映射 ， 所 以 积 空 间 X 满 足 
第 一 可 数 公 理 时 ， 每 一 个 坐标 室 间 满足 第 一 可 数 公理 。 

《二 ) 其 次 证 明 ， 车 B 是 4 的 非 可 数 子 集 ,对 每 一 个 a€B， 
五 , 神 不 是 清空 间 ， 则 积 空间 症 = x { 蔗 。: 0 A441} 不 满足 第 一 
可 数 公 理 。 

对 每 一 个 非 精 的 坐标 定 间 Xs 取 一 点 7'。,， 使 得 x*,。 有 开 邻 
域 六 , 挟 耳 ,。 短 取 点 *= 4X。} EX， 使 得 当 cE BB 时 z= zx! 。。 
现在 证 明 点 + 没有 可 数 邻 域 基 。 
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用 到 证 法 。 假 设 z 有 可 数 邻 瑾 基 , 那 么 就 洗 单 调 递减 的 可 琢 
邻 城 基 


五 | 一 下 ;一 下 

并 且 每 一 个 8 都 是 形 如 人 PiCU, 站 的 基本 开 集 。 由 于 每 一 
个 Bi 只 对 有 有 有限 多 个 a€ A，P,[B,J 守 XX。, 所 以 C={ar:oEd 
并 且 夺 在 吾 信 站 .CBDj 生 民 =] 2 } 是 个 可 数 集 。 
取 bE B\\C， 那 么 已 [8 虽然 是 z 的 开 邻 咸 ， 却 不 存在 B24 借 
得 如 二 3 与 4B，Bi，…，Bs "上 是 z 的 邻 城 基 
之 假设 地 大 。 

《三 ) 让 明 充 分 性 。 

矶 4 1 = 1，2，……， 满 足 第 一 可 数 公 理 ， 其 水 玉 * 都 
是 外 空间 。 

车 T= za 和 人 。 对 每 一 个 1= 1，2，… 和 9 取 ze 的 名 
数 开 邻 域 基 { 扩 (7 :01=1，2…… ,不 难 看 出 由 可 数 放 

{ Pedy i ji HH=1, 2 er } 
中 有 限 全 元 囊 做 交 所 得 的 集 族 就 是 点 zx 的 可 数 邻 城 基 。 
5 证 完 ] 

关于 乘积 空间 的 初步 讨论 就 比 暂 告 一 段 ， 在 以 后 孙 章 中 还 
要 继续 这 个 讨论 。 乘 积 空 旬 是 图 了 ycporofy 引入 的 , 他 辣 时 证 
并 了 关于 积 空间 的 两 个 最 重要 的 定理 ， 一 个 是 暴 空 间 的 切 积 定 
理 《〈 兄 第 呵 章 $ 3) ， 另 一 个 是 歼 入 定 开 《名 第 四 章 $ 4》。 
积 空间 在 不 少数 学 分 支 中 都 占有 重要 闻 位 。 


上 


8$2 和 商 到 间 


在 第 二 章 85 普 证 究 过 这 样 的 问题 ， 给 定 了 由 集 三 到 集 工 
的 映射 方 当 了 是 拓扑 空间 时 ， 能 否 在 集 并 上 引入 使 了 连续 的 最 
小 拓扑 ? 本 节 将 从 相反 的 方面 考 虚 ， 引 入 商 拓扑 概念 。 

设 f 是 由 王 到 了 上 的 有 蚁 射 ， 当 瑟 是 拓扑 空间 而 了 是 一 般 集 合 
了 时， 要 在 了 上 引入 合 / 和 这 续 的 最 大 拔 并 。 为 了 /连续 ，Fc 是 开 
集 就 得 使 广 江 站 是 X 中 的 开 集 。 特 别 ， 我 们 应 该 注意 到 集 族 

{VV :VCY 六 上 且 六!( 门 是 X 的 开 集 》 
满足 开 集 公理 。 由 此 知道 
= {1 广 : VCY 社 且 f° 1 让 是 了 的 开 集 } 

就 是 俩 /连续 的 、 工 上 的 最 大 拓扑 。 我 们 把 这 样 的 拓 找 .7 是 作 
高 拓扑 。 把 他 ，. 光 ?下 作 商 室 间 。 同 时 称 / 是 由 空间 允 到 空间 
了 的 的 商 跑 射 。 

岂 商 哎 射 的 定义 容易 知道 ,了 ?了 的 一 个 子 集 斑 是 闭 集 当 且 羽 当 
1CF1 是 X 的 闭 集 。 

定理 3.7 设 f 是 空间 到 空间 了 的 次 映射 ，9 是 了 到 空间 Z 
的 映射 , 册 9 是 连续 的 当 且 仅 当 9。j 是 连续 的 。 

证 明 当 9g 连 续 时 ,显然 9。 了 和 连续。 反之 ， 若 g。 f 连续 , 那 
么 对 于 6 中 任意 开 集 几米 说 (go CVD= 了 Cg [ 丈 届 就 
是 了 由 的 开 集 ， 允 因为 1 是 匀 到 了 的 商 咱 壬 ， 因 此 g 1EWVD 是 闻 
的 开 集 。 说 明 g9 是 连续 的 。 

[证 完 】 

商 爱 射 是 特殊 的 一 种 连续 的 满 映 射 。 下 面 给 出 连续 的 满 蚁 

射 为 商 吴 射 的 充分 条 件 。 
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定理 3.8 设 X 与 了 是 拓扑 空间 ，f 是 从 了 济 了 上 的 连续 映 
射 ， 若 7 河 时 又 是 开 上 映射 ， 那 么 就 是 商 映射 。 

证 明 ”要 证 明 f 是 从 空间 到 空间 (Y，J) 的 商 映 射 ， 
即 要 证 明 由 /决定 的 商 捷 扑 就 是 了 。 

设 f 决 定 的 商 拓 扑 是 了 了，。 了 既然 了 !' 是 使 1 连续 的 最 大 拓扑 
当然 有 .7 ' 二 .9 成立, 男 一 方面 ， 若 FE I'， 那么 广 1[YD 就 
是 的 开 集 ， 而 f 现 在 六 是 开 上 映射, 所 以 C71CVIj=VES。 
由 此 推 得 .了 7” = .天 。 

f 证 完 ] 

将 定理 中 “是 开 且 射 2 换 作 “j 是 闵 映射 《所谓 贾 身 
了: 有 -> 了 是 闭 映 射 ， 力 指 将 X 的 闭 集 映 成 了 的 闭 集 ) ， 结 论 仍 
然 成 立 ， 证 明 也 只 需 稍 作 改动 即 可 。 

做 为 定理 3,8 的 一 个 直接 应 用 ， 我 们 有 推论 ， 从 积 空间 并 
= X {oroE4 到 每 一 个 于 标 空间 马 , 的 投影 忆 , 是 商 映射 。 
换 各 话说， 化 标 空间 是 积 空间 的 商 空间 。 

现在 我 们 去 进一步 指出 ， 对 给 定 的 拓扑 空间 来 说 ， 商 2 
间 了 的 拓 扩 仅仅 依 闵 于 商 映 射 ,而 与 了 本 身 没 有 什么 实质 关系 。 
对 蒜 的 每 一 个 商 空间 7 ， 我 们 都 可 以 给 由 一 个 和 了 同 县 的 、 形 
式 标 准 的 “ 挡 见 ”。 

设立 是 给 定 的 拓扑 空间 。 若 二 是 和 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 那 
么 下 就 被 分 解 成 一 些 等 价 类 。 无 芒 把 xE XX 所 在 的 等 价 类 记 作 


z 。 以 庄 信 为 元 素 组 成 新 的 集合 ， 记 作 XRAE， 测 商 集 。 用 沪 


表示 把 xEX 映 成 EXAE 的 映射 ， 叫 做 从 买 到 X 了 志 的 投 
影 。 此 时 ， 以 投影 p 为 商 喘 射 所 决定 的 商 拓 扩 使 六 EE 成 为 了 
的 一 个 商 空间 。 这 种 商 空间 站 A 上 完 金 由 等 价 关系 所 决定 ， 
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形式 标准 而 且 自 然 ， 我们 称 之 为 自然 商 空 间 。 
定理 3.9 设 吉 是 拓扑 空间 ， 则 下 列 情形 等 价 ， 
(1) 空间 7 是 和 的 一 个 商 空 间 ， 
C2》 空间 了 与 某 个 自然 商 空间 六 AE 同 肛 。 
证 明 (2) 一 (1)。 由 于 同 胚 映射 是 商 上 映射， 而 且 商 映射 的 
合 也 是 商 上 映射 。 所 以 当 二 :了 -> 驴 AE 是 同 胚 映射 时 ， "1! 。 
就 是 卫 到 了 的 商 映 射 。 

(1)->(2)。 设 了 是 由 ff: XX 一 了 决定 的 商 空间 。 因 为 式 = 如 
{Fy yEYF }, 有 当 y Fy 时 yD) N11) = 
多 ， 所 以 1 了 1(Y) : yEY} 是 的 一 个 分 解 . 我 们 把 以 让 1(y) 
为 等 价 类 的 等 价 关系 记 作 瑟 ,此 时 x 所 在 的 等 价 类 z-f7! (f(z))。 

对 每 一 个 yEY， 令 hy) = 了 1(Y)。 暗 见 是 从 了 到 XAE 
上 的 一 一 映射 。 < 1 

一 方面 ， 由 于 p 
=h。f, 其 中 是 商 映 t 
射 、p 连 续 ， 根 据 定 
理 3.7， 中 是 连续 的 。 


男 一 方面 ， 由 于 f=h"!。p, 其 中 是 商 映 射 ,f 连 续 ， 同 理 推 知 
"1! 是 连续 的 。 所 以 hk 是 了 到 天 一 吾 上 上 的 同 豚 映 射 。 
[证 完 ] 
该 定理 指出 X 的 任何 一 个 商 空间 都 和 某 个 自然 商 空间 富 
胚 。 因 此 对 商 空 间 拓扑 性 质 的 研究 上 只 回 对 形 如 瑟瑟 的 商 空间 


进行 。 这 种 空间 的 点 x 可 以 直观 地 看 做 将 同 -等 价 类 中 的 点 全 
部 等 冒 在 一 起 成 一 个 点 而 得 。 
定理 8,10 设 久 是 拓 提 空间， 五 /是 商 空间 ，P 是 从 下 
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了 


省 /下 


到 下 EE 的 投影 ， 则 下 烈 情形 艇 此 等 价 ， 

(1) 也 是 开 上 映射 ， 

(2) 若是 下 的 开 集 ， 则 瑟 [AJ 是 的 开 集 ; 

《3) 溶 B 是 下 的 闭 集 ， 则 

UU {PiCz) :Pi(r)CB} 
是 下 的 团 集 。 
证 明 首先 注意 等 式 
ELA = P10PLAD 
对 一 切 4 王 怠 成 立 。 

(1) 一 {2)。 洪 44 是 开 集 ， 因 为 了 是 开 了 映射 ， 记 以 了 [和 丰 
及 AE 的 开 介 ， 又 因为 天 是 商 歇 射 ， 所 以 PIPE 是 和 的 开 
集 ， 即 忆 [A) 是 和 的 开 集 。 

(2)*(14)。 设 A 是 下 的 任意 一 个 开 集 , 由 (2) 知 道 玉 E4 = 
PCPC] 吓 下 的 开 集 ， 所 以 PLA) 是 了 XAE 的 开 集 。 谨 明了 
古 开 映射。 

其 次 注意 等 式 

ECX- B= X- U{ Ps): P(r)CB)} 
对 一 切 BC 臣 成立。 由 此 直接 推 电 (2) 与 (3) 等 价 。 
[证 完了 

将 上 述 定 理 中 所 有 的 “ 开 ?” 与 《 闭 ” 互 换 ， 相 应 的 三 种 情 
形 扔 然 蕉 此 等 价 。 其 证 明 留 竺 读者 自已 练习 。 

对 于 一 般 的 商 空间 难以 展开 更 多 、 更 深入 的 讨论 ， 这 是 出 
于 当 六 具备 某 种 拓扑 性 衣 《〈 俩 如 和 满足 某 种 分 离 性 或 满足 某 个 
可 数 性 公理 等 等 ) 时 ， 商 室 间 所 五 并 不 一 定 具备 相同 的 性 
质 。 
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例 1 把 实数 空间 中 着 x 一 y 为 有 型 数 的 点 x 机 > 视 为 同一 
等 价 类 中 的 点 予以 等 置 ， 此 时 投影 P 虽 然 是 开 卡 身 ， 但 高 空间 


友 是 类 的 。 
例 2 把 实数 空间 起 中 所 有 非 负 整数 所 看 作 一 个 等 价 类 ， 
记 作 0 ， 即 0 = { 0, 1 2, 上 而 对 其 余 的 点 


入 字 ( 上 。 我 们 可 以 证 胃 这 各 得 到 的 总/ 在 外 
没有 可 数 邻 域 基 。 

用 反 证 法 。 假 设 { 了 :天 = 1，2， } 是 日 外 的 可 数 令 
域 苦 。 不 类 一 般 人 性， 可 以 认为 { B=1，2，……… } 时 单调 
递减 的 开 邻 域 基 ， 并 且 每 一 个 B; 取 如 下 形状 ， 

Bi=USUCU {US {fn} {n=1, 2, ee }) 


其 中 U6， 口 。 各 内 代表 实数 空间 中 数 0 与 它 然 数 = 的 和 开 邻 域 ， 
并 且 U3, Ul ww UY 两 两 互 不 相交 。 
今 在 实数 空间 由， 对 每 一 个 非 负 整数 mn 都 取 sn 的 一 个 开 邻 域 
六 ,， 使 得 三 .和 尽 V\， 于 是 集合 
矿 = 天 (二 太一 二 有 =，2，，…… }) 


是 空间 和 已 中 点 0 的 一 个 开 邻 域 ， 但 却 没 有 任何 一 个 吾 ,。 满 


中 条件 BiCV, 与 { By :天 = 1，2，-……. } 是 0 处 的 邻 域 基 之 
假设 耶 盾 。 

为 了 商 空 间 XAE 具 有 较 好 的 拓扑 性 质 ， 人 入 往 加 要 附和 菜 
些 特 殊 的 、 严 格 的 限制 条 性。 我 们 只 以 下 述 定 理 做 为 一 例 。 

定理 8,11 若 商 空间 XA 是 ,的 ， 则 巨 是 积 空 间 了 Ex 到 
中 的 闭 集 。 党 是 积 空间 x 中 的 闭 集 ， 并 且 从 空间 站 双 商 
空间 了 /的 投影 P 是 开 了 映射 ， 则 商 空 间 XA 殖 是 7, 的 。 
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证 明 若 商 空间 XA 上 是 7 的， 要 证 明 玖 是 中 x 瑟 中 的 闭 
集 ， 只 须 证 明 对 于 任意 的 z: 与 za 区 天 ， 簿 〔zi，za)E 五 时 ， 
有 天 由 的 开业 C :与 @: 使 得 7，zz)ECXC， 同 时 (Ci x 
GY)NEBE = RP 可。 

事实 上 ， 由 (zi1,xs) 所 忆 即 知 T1 守 X24, 而 号 知 芭 /EE 是 
的 ， 所 以 存在 开 集 广 :与 扩 : 使 之 合 于 条 件 ，zi EV ,YE 也,， 
NF = 

由 商 拓 扑 的 定义 知道 P71] 与 P71LV,3 就 是 的 开 集 ， 
挝 外 还 满足 条 件 ; x EP iCF 1 xa EE PI1fF ,P1073 
从 PTC, = 代 。 注 意 到 等 式 P7TCFI 人 PP-if 庆 1 = 个 下 说 时 
了 对 于 任意 的 yi EP71CV 1 与 任意 的 ys EP"1LV,] 昼 有 {yj， 
Y2) 饭 户 。 部 G1 = 了 P7107， 人 Gs = 六子 为 所 求 。 


车 到 是 区 x 天 中 的 闭 集 ，P 是 开 有 映射, 设 z，22 是 区 也 中 
不 同 的 任意 两 点 ， 那 么 就 有 (zi，zs) 已 玉 ， 因 此 存在 总 由 "的 
开 集 CiyC: 使 得 (ziyza)EG xGs 并 有 {Gi xX{r,) NE = 


后 一 等 式 说 朋 对 于 任意 的 y，E G, 与 任意 的 四 所 人, 悟 有 了 < 
ya， 所 以 PrGDn PCG= 他。 显然 PCG ,PrG,] 就 是 


zx: 各自 的 开 邻 域 并 且 不 相交 。 说 明 斑 ]/ 已 是 了 ,的 ， 
[证 完 ] 
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第 三 章 习 题 


1 ， 设 刁 与 了 是 两 个 拓扑 空间 ， 筷 xX 了 是 积 空间 ，.4 一 工 ， 
B 二 了 ， 证 明 
(AxB)-=A-xB-, 
{AxBY*= .A°* x BB", 
并 指出 (dx B)' 与 4:x 归 :满足 怎样 的 包含 关系 ? 
2 ， 对 每 一 个 自然 数 1， XX。 是 一 个 拓 提 空间 x 是 积 空 焉 。 
间 ， 人 7 守 4. 定 X。， 试问 
四 ( x A,)" = Xe 成 立 吗 ? 
二 四 二 | 


8 
人 【 x A.) = X A. 戌 羡 吗 ? 
3 ， 若 辣 表 示 散 空间 {0，1j , 导 是 无 限 集 ,对 每 个 & 忆 4， 
,=D. 
QD 积 空间 X 入 。 是 散 空 间 吗 ? 
克 生 
国 人 MM=1 teXXY。， 且 4 至 多 有 有 限 个 符 宗 +。=1}， 
0 世上 各 


证 明 朋 是 积 空间 XX。 的 稠密 子 集 。 
久 ” 若 积 空间 X 全 o。 是 第 一 可 数 的 ， 那 各 4 的 势 归 多头? 起 


时 积 空间 有 有 可 数 稠 密 子 全 吗 ? 
人。 试 证 ， 对 于 i 信 3 二，T 了 ;空间 的 来 积 室 间 是 了 ,的 。 
”8 。 华 例 谨 明正 规 宅 间 的 素 积 空间 可 以 不 是 正规 的 。 
党 和 。 访 证 ; 对 于 jd4, 当 非 气 的 来 积 宝 间 X14 玉 。; aE A} 
» 183 。 


是 荆 ;空间 时 ， 每 一 个 坐标 空间 于,' 汉 是 了 了, 的。 
"7 了。 证 明 连 道 空间 的 积 空间 是 连通 的 。 
8。 设 厂 : 区 -> 了 与 9 7 了 -> 民 部 是 连续 的 满 映 射 ， 和 证明， 当 
9 是 商 上 映射 时 ,9 一 定 是 商 上 映射 ， 并 举例 说 明太 可 以 不 是 商 陵 
射 。 
*9。 设 下 是 拓 打 宣 间 ， 丰 六 上 党 义 关 系 歼 如下; 
4 瑟 ? 当 且 信誉 fw} ={y}.， 
证 明 呈 是 字 价 关系 ， 并 且 商 空间 及 A 是 To 的 。 
10。 设 慌 代 表 通 常 的 实数 空间 ，Z 代表 整数 集 ， 令 让 习 
DZ 如 下 
涩 nT1， 了 (2) = 
请 指出 由 民 与 1 所 决定 的 、Z 上 的 商丘 填 了 了 。 
11。 将 上 症 中 的 必 换 上 成 Sorgenfreg 吉 线 区 ,请 指出 相 点 的 商 


拓扑 。 


外 下 3 二 


第 四 章 紫 性 


对 一 般 拓 扑 室 间 ， 我 们 已 做 过 广泛 的 讨论 ， 深 入 地 研究 应 
该 是 对 于 下 具体 一 些 的 空间 分 门 别 类 上 地 进行 。 在 各 类 拓扑 空间 
由 ， 相 比较 而 言 ， 紧 空间 是 相当 重要 的 一 类 。 它 是 在 1923 年 首 
先 由 Alexondroff 和 Urysohn 提出 来 的 。 在 加 一 时 期 还 让 
Fietoris， Kwuratowski， 四 十 年 代 以 后 有 有 Bourbaks, Mrowka, 
Arhangelskii 等 数学 家 做 了 大 量 的 工作 与 深入 的 研究 。 追 述 起 
和 起， 这 类 空间 的 最 初 的 一 俩 应 该 是 我 们 非常 熟知 的 实数 直线 上 
的 月 沈 闲 集 和 数 学 分 析 中 ,有 善 名 的 五 erne 一 瑟 orgl -Lebesgue 
定理 : 对 于 实数 空间 中 和 的 有 党 闭 从来 说 ， 每 一 个 开 复 盖 痢 有 有 
银子 复 盖 。 将 这 一 重要 性 质 抽象 出 来 , 称 之 为 紧 性 ， 赋 予 拓扑 空 
疝 ， 就 得 到 我 们 在 杰 章 要 送 重 讨论 的 紧 室 间 。 在 这 一 章 电 ， 我 
们 同时 还 要 介绍 与 紧 性 有 密切 联系 和 的 几 种 和 性质， 它们 是 可 数 
紧 、 序 列 式 紧 、Bolzano- meiersfrass 性 质 以 及 局 部 紧 。 


S1 紧 空 间 


定 光 1 一 个 拓 扩 空间 (了 X， 六 )》 称 作 紧 的 《compacf)y 
是 指 瑟 后 每 一 个 开 复 这 部 有 有 限 子 复 蔗 。 换 何 话 说 ， 只 要 
是 天 的 一 族 和 开业， 并 县 U T A: AE w= 瑟 ， 那么 一 定 存在 
有 限 族 .Zc.w， 使 得 U {441 4E .上 = 二 成 立 。 

拓扑 空间 《到 ，')》 的 一 个 子 集 半 叫 作 莫 的， 是 指 就 相 
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Co 一 


对 拓扑 而 言 空间 好 是 紧 的 。 根 据 相 对 拓扑 的 定 兴 ， 空 间 好 前 
开 集 形 如 NU， 其 中 UE 六。 我 们 容易 看 出 ， 寻 是 紧 集 的 讽 
要 条 件 是 ， 如 果 集 族 .or .9 满足 条 件 U{f 4: A4E.x -=M ， 
那么 一 定 生 六 荣 个 有限 子 族 .多 己 .w， 也 满足 条 件 册 {A: AE 
2B }oM, 
举 几 个 合子。 实数 空间 中 的 有 兴 闭 集 ， 特 别 是 有 界 闭 区 间 
[a, 83 ， 是 紧 的 。 当 XX 是 有 限 个 点 组 成 的 或 天 是 无 限 亿 得了 
是 有 限 旗 时 ， (了 ，.F) 是 暴 的 。 只 沁 有 限 集 为 闭 的 守 子 集 
了 时， 空间 也 是 紧 的 。| 广 | 实 苞 ,的 散 空间 了 不 是 紧 的 。 
下 面 我 们 分 别 采 用 闲人 生 、 网 、 基 和 子 基 等 术语 给 出 紧 性 的 
各 种 等 价 条 件 。 
定理 4.1 设 (X， 了 ) 是 拓扑 空间 ， 则 二 是 紧 空 何 的 充 
要 条 住 是 任何 具有 交 性 质 的 闭 集 族 一 定 有 非 空 的 净 (一 
个 集 谈 具有 有 限 交 性 质 是 指 该 族 中 任意 有 限 个 集 的 交 都 是 非 空 
的 ) 。 
证 明 先 证 必要 性 。 设 并 是 紧 空 间 ， 宁 = FIET)} 
是 具有 有 有限 交 性 质 的 一 族 闭 集 ， 我 们 要 证 明 站 {11 了 EL} 关 
几 。 用 反 证 法 。 
假设 
NMN{F,.t:itEl}= 
那么 根据 De 型 organ 公式 就 有 等 式 
U4- FF: iE} = 太 
成 立 ， 于 是 { 考 -~ 下 TIE ji 就 应 该 有 有 限 子 复 盖 ,无 妨 设 1《 
三 ~ 了 =1 2 ，…，nj 使 得 
U 《和 - 严 ,) = 王 


这 
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这 样 就 推出 等 式 
Pi 


1=t 


与 的 有 限 交 性 质 相 子 盾 。 

充分 性 的 证 明 依 然 主要 运用 De Morgan 公 式 ， 我 们 禄 给 
读者 自己 去 完成 。 

推论 ” 紧 空 记 航 闭 子 集 是 紧 的 。 

定理 4.2 ”拓扑 空间 天 是 紧 的 ， 当 且 仅 当天 中 每 一 个 网 有 
聚 点 。 

证 明 必要 性 。 设 $ = {x,，n 蕊 品 } 是 了 中 的 网 。 令 

P= {rz.: nr} 
得 到 一 族 财 棠 11E 了 上 ， 并 且 具 有 有 限 安 入 质 ， 因 此 
N {FieED} yg 

容易 证 明 每 一 点 E11 iED 都 是 网 9 的 聚 虚 。 这 
是 因为 假若 zY 不 是 5 的 察 点 , 那么 + 就 有 一 个 领域 口 以 及 菜 个 
;所 口 ， 后 得 
‘ UI {zx, + nio = 中 
从 而 zEF,o， 更 有 xzEN {Fi:iED}。 

充分 性 。 设 吕 是 中 任意 一 族 具 有 有 限 交 性 质 的 闭 集 。 取 
了 中 有 限 个 元 素 之 交 ， 所 有 这 种 交 组 成 的 华 族 记 作 #9*。 显 然 
兄 ?* 也 是 闭 集 族 、 具 有 有 限 交 人 性质， 并 且 交 元 。 

由 于 .多 "中 任何 二 元 素 之 安 仍 属于 ."， 所 以 《天 *， 王 》 
是 定 问 集 。 沟 每 一 个 也 E 于" 取 点 mrE 玉 ， 就 得 到 六 中 的 一 个 
网 = 1 xr， 丰 EF* }。 依 据 题 设 条 件 ，S 有 聚 点 ， 设 为 z， 
现在 证 明 ze 人 i"。 这 是 因为 对 于 每 一 个 PE .8* 来 说 ， 网 $ 终 
于 在 六 中 ， 而 又 是 闭 集 ， 所 以 $ 的 认 点 xEF。 虹 然 作 + 志 
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中 ， 当 然 更 有 自 闪 所 中 。 故 不 是 紧 的 。 
[证 完 2 

注 登 至 网 5S 以 x 为 襄 点 的 充 虹 条 件 是 入 有 子 网 收 仇 于 X( 参 奸 
定理 2.14) ， 记 以 有 等 从 命题 : 拓扑 空间 XX 是 紧 的 ， 当 且 仪 当 
芯 中 每 一 个 网 部 有 收 钙 子 网 。 

定理 4,3 拓扑 空间 了 是 紧 钧 ， 当 县 仅 当 下 述 条 件 之 一 成 
YT: 

(1》 蔗 的 每 一 个 无 限 子 集 都 有 完全 褒 点 8 

C2) 短 一 个 闻 减 的 、 韭 空 闭 集 的 超 限 序列 都 有 非 空 的 交 


换言之 ， 如 果 

FOF Ds (Eo) 
其 中 每 一 个 下 :所 由 兴 ”下 <。 = 天 s， 则 

站 六 8 硅 中 。 

Ea 


往 进 明之 新 ， 我 们 人 先 介 绍 一 下 什么 叫 完全 案 点 。 括 盾 空 间 
由 一 点 2 呈 作 基 个 十 集 4 的 完全 聚 点 (complete accumulatisn 
point》 ， 在 指 zo 的 每 一 个 开 邻 城 C 部 满足 条 件 1BFDn4I=14a 
当 了 1 时， 冯 入 完全 涌 扎 一 定 是 4 的 聚 点 。 反 之 ， 聚 点 却 未 
炉 一 定 态 学 全 聚 点 。 

证 明 《一 ) 4 紧 习 (1)。 人 假设 无 波 华 4 没有 完全 聚 点 ， 
那么 对 于 短 一 点 zEX， 就 襄 以 选取 ?的 一 个 开 邻 城 吕 .， 使 得 
UiAi 之 1 4|。 集 族 !xEEX} 是 蜂 谤 间 卫 的 于 村 识 ， 

凤 此 三 在 某 个 有 限 了 狂 得 ， 远 是 1Disl 2，… 1。 好 
然 


由 (U1 .dd) = 


“ 1864 


所 以 应 该 有 等 式 


5 IUNAI 守 [A| 

I=- 
但 这 是 不 可 能 从 ， 因 为 14=|] 41 宇和 o。， 击 每 一 个 mm; = 如; 站 
A|<| A|=m, 从 而 


3 mi 


1m 1 


由 此 予 秆 就 能 推 知 当 六 是 紧 空 问 时 ， 其 每 一 个 无 限 子 集 女 都 有 


完全 训 点 。 
二) (1)-(2)。 设 于 ea 是 一 en 
递减 超 限 烈 。 因 为 除去 列 中 坦 等 的 重复 项 ， 信 其 所 汶 闻 格 递 威 


的 ， 辣 时 再 取 共 人 钙 尾 子 列 时 ， 整 个 列 的 交 所 
无 妨 认 为 a 是 某 个 满足 条 件 cy @r= 信和 了 肝 初始 数 0w， 并 且 当 5 之 
三 ga 时 、 症 < 系 上 辣 4。 现在 来 证 明 上 出 非 空 团 集 组 成 的 、 严 格 北 减 
的 超 限 列 
Fo oF ,De OF Oe (EOTY 
的 交 是 非 空 的 ， 即 要 证 阴 
人 了 机 


为 冰 ， 对 每 一 个 上 <o 5,, 任 取 一 点 Xi:EFe~- 了 人 site 因为 上 

述 超 限 列 是 严格 递减 的 ， 所 以 这 样 的 点 总 是 存在 航 ， 并 上 且 尖 

所 1 时 ,必然 是 2 专 Zo 根据 条 俐 (1) ,集合 EE = {x <or 
吉 必 有 完全 聚 点 闻 ， 于 是 


XENPF: 
En 


因为 假若 Eio， 则 XX 一 下 i 就 是 x* 的 一 个 开 邻 域 。 又 因 
为 z“" 是 所 的 完全 聚 点 ， 个 应 存在 着 52>6, 使 得 XEX-Fi 
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亦 即 x: 蕊 所 :a， 但 这 与 下 ,} :< 的 递减 性 是 矛盾 的 。 
《三 ) (2) 一 工 紧 ; 假 进 XX 不 是 紧 的 ,那么 就 会 存在 上 央 有 看 限 
交 性 质 、 但 交 是 空 您 的 团 集 族 。 今 取 势 为 最 小 而 满足 此 条 件 的 
一 个 闭 华 族 匀 ， 把 了 良 疗 化 ， 并 设 其 序 型 是 初始 数 ， 
FF,, FP,, a rs, a 【E< ooT) 
对 每 一 个 5<<aov， 含 
FE:= NF, 


Pe 
生息 得 到 递减 的 、 闭 集 的 超 银 列 
EDE, DOF ,一 (Ea nr) 


NN Ee= FE:= 中 
Ee mu 
说 明和 条件 (2) 不 成 立 。 故 条 件 〈23) 成 立时 ，X 是 紧 的 。 


[证 完 ] 

定理 4.4 设 (X， 六 ) 是 而 挤 空 间 ，. 多 是 了 的 一 个 基 
褒 ， 则 是 紧 空间 的 充 要 条 件 是 由 多 下 元 素 组 成 的 、 基 的 任何 
一 个 复 盖 都 有 有 有限 子 覆 六。 

证 明 只 需 证 明 充 分 性 。 

设 8 是 的 任意 一 个 开 履 盖 ， 为 了 寻求 8 的 有 痕 耻 履 况 ， 
我 们 考虑 集 族 

ws.4a4E. 才 并 卓 4 是 革 个 CEGE 的 子 集 } 

由 于 多 荐 拓扑 基 ， 所 以 集 族 .x 己 沉 一定 覆盖 了 X， 根 据 题 
设 条 件 ，.xf 中 必 有 有 限 多 个 元 素 人 A!，A,，…，4, 蛋 盖 了 X。 
再 对 每 一 个 = 1，2，…#y 取 一 个 CiE 满足 条 件 C ,二 .4,， 这 
样 得 到 的 右 限 旋 { Crti= 1 2 ; Hf} 统 是 的 有 限 子 鼻 


nd. 


[证 完 3 

这 个 定理 说 明 手 盾 空 间 的 紧 考 取决 于 拓扑 基 的 紧 竹 。 下 而 
我 们 进一步 把 拓扑 空间 的 紧 性 归结 上 成 拓扑 子 基 鸣 紧 性 。 

定理 4,5 (Alexanvder) 设 (XA， 了) 省 拓扑 定 间 ，.Y 是 
六 的 一 个 子 基 ， 则 站 是 紧 定 间 的 充 冯 条 件 是 由 多 的 元 素 组 成 
的 、 开 的 任何 一 个 屠 善 都 有 有 限 子 履 产 。 

证 明 间 样 只 需 证 明 充 分 性 。 

为 了 叙述 方便 起 见 ， 我 们 取 下 面 的 通俗 说 法 一 个 集 族 吗 
作 “ 不 够 用 的 ”， 是 指 整 个 集 族 盖 不 住 巧 ， 而 集 族 叫 作 “有 限 
尔 够 用 的 ”， 是 指 这 个 集 族 的 任 铅 有 限 子 族 都 盖 不 住 X。 在 此 
约定 下 ， 空 间 X 是 紧 的 就 等 价 于 凡是 “有限 不 够 用 的 ” 开 集 族 
一 定 是 “不够 用 的 ”。 

现在 转 入 充分 性 的 证 明 。 

因为 多 是 拓扑 子 基 ， 那 么 

多 = { BB: B 是 乡 中 有 限 个 元 索 的 交 】 

便 是 拓 提 革 。 根 据 定理 4.4， 只 需 证 明光 前 任何 一 个 “有限 不 
够 用 的 ” 子 族 g 是 “不够 用 的 ”就 行 了 。 为 此 ,将 扩大 成 
“有 限 不 够 用 的 ”、 多 的 极 大 子 族 9”"。 于 是 对 任意 的 BE.8 - 
，9”"U { 吾 } 就 不 是 “有限 尔 够 用 的 ”了 。 以 下 证 明 这 个 扩 
大 了 的 还是“ 不够 内 的 ”， 由 此 就 推 知 是 “不 够 用 的 ”。 
分 两 步 进行 。 


(i) 设 B= 从 S,， 其 中 SiE，fc1，2，…，i 则 当 


BE 时， 必 存 在 着 某 个 S$,， 司 Si1EE。 
权 就 t= 2 的 情形 用 反 证 法 证 之 。 设 B=5,1l3S,, 并 且 S :所 
# 上] 。 


关 ，S$1E ,根据 的 极 夫 性 ,和 中 必 有 有 限 个 元 B'1 了， 
eB 和 Bi ，B'2，-…。 B'1 使 之 合 于 条 件 


SU UB'Y)=X, 
[全 一 


ssl CU B'S )=X。 
从 而 
(SNSIYUC BW) UC YU BH)=X 


于 是 B=S1 间 Ss 就 不 得 属于 (人 玫 则 推出 中 有 腿 个 元 B， 
Bi Bi BI， wm， 8 人 1 虱 凑 了 X》。 

Qii) 由 《0 可 见 ， 对 每 一 个 3E2， 都 存在 9 中 的 元 
素 Ss， 合 得 Ss 已 互 SsE 和 。 一 方面 因为 9*=1{Ss:BE 
|} 是 六 的 子 族 ， 所 以 9* 是 《有 限 不 能 用 和 的” 另 一 方面 , 因 
为 .9 *C 9 所 以 由 题 设 推 划 .9 是“ 不够 用 的 ?” ， 即 

Ut{Ss: BE } 
这 样 就 知道 更 是 盖 不 住 X。 
5 证 完 

定理 4.6 设 -4 是 拓扑 空间 民 的 一 个 紧 子 集 ，? 是 拓扑 空间 
了 的 一 个 点 ， 如 果 太 是 积 空间 站 X 了 中 集 4x {y}= 1{ (a，y) 
: 0E 要} 的 一 个 邻 域 ， 则 存在 了 的 开 介 上 与 点 3 的 开 邻 域 六 ， 
使 得 Ax fy}CUxVCcHy。 

证 明 按照 积 拓 盾 移 意义 ， 对 于 每 一 个 a€ A， 存 在 节 的 
开 集 U0, 与 7 的 开 集 放 ,,， 使 得 (a，y) EV ,XxV,CCW， 于 是 4 
x 4y}CUWU, XV CW。 因为 4 是 紧 的 ， 而 UD 一作 应 


Eh 
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该 在 在 有 限 多 个 口 ,1， ”了 UD, 其 中 gj 万 44， t=1,2, “yy 
并 且 满 足 条 件 UU。 一 4。 令 


v= VU, y= A 
那么 也 与 产 即 为 所 求 。 
。 [证 完 ] 
定理 4.7 (Kurafowski) 设 导 是 拓扑 空间 ， 则 下 列 条 件 祖 
互 等 价 ， 
(1) 文 是 紧 的 3 


(37 对 于 每 一 个 拓扑 空间 7， 投 影 忆 :和 工 X7 了 是 闭 的 
《 即 当 严 是 子 XT 中 闵 集 了 时 ， 严 三 是 了 中 用 集 ); 

(3) 对 于 每 一 个 了 | 型 的 正规 空间 了 ， 投 影 忆 : XxY 了 -> 了 
是 闭 的 。 

征明 ” (1) 一 (2)。 要 证 明了 是 闭 的 ， 应 该 证 只 对 于 积 空 间 
工 xY 了 的 任意 一 个 沪 集 让 ，PLFD 大工 的 闭 集 ， 而 这 只 需 证 明了 
-PI 玉 ] 是 开 集 。 事 袜 上 下, 若 yE 了 PCD), 因 (XX 了 ) -了 是 积 
空间 中 华工 x { y} 的 开 令 域 ， 根 据 定理 4.6, 丰 在 了 的 开 人 乐 广 ， 
使 得 了 XX 1y 1} 二 让 XC(XKXY 了 ) -下 。 由 此 容易 推出 yEVCS 
7 _ PIFY, 这 就 证 明了 了 ~ 已 是 了 的 开 集 。 

(2)->(3)。 显 然 。 

(3)->(1) 假 设 X 非 紧 ，{ 三, :feE17 } 是 空间 六 中 具有 宵 限 
交 性 质 的 一 个 闲 集 族 ， 并 且 满 足 条 件 

NN {Fiel}=, 

首先 ， 我 们 在 集合 之 外 任 取 一 点 y。， 考虑 了 =XU 

{yy}， 令 .是 由 了 中 所 有 单 点 集 以 及 所 有 形 如 {yo 上 UF;， 
' 14。 


i 所 让 ,的 集合 组 成 芍 集 族 。 以 多 作 子 基 定 义 了 上 的 一 个 拓扑 交 ， 

这 样 得 到 的 拓扑 空间 性 ， 务 ) 一 定 是 了 :型 的 正规 空间 。 事 实 
上 上 上， 首先 ， 因 为 在 空间 了 让， 一 切 和 不合 yo 的 集合 都 是 开 ， 的 特 
别 交 是 开 的 ， 所 以 单 点 集 { 3 上 是 财 的 。 久 因为 上 = 由， 所 


Ier 

以 对 于 任意 给 的 一 点 TEX， 一 定 存在 森 个 户 ,，xE,, 于 省 
从 开 集 一 {区} 与 开 集 yo 上 UPI 的 并 (ZX 一 {TDUC{yo? 
UF,)= 了 ~ {zx} 是 开 集 推 知 单 点 集 {x} 是 闭 的 , 故 了 是 了 , 型 
的 。 其 次 ， 设 A1 与 4, 是 了 中 不 根 交 的 两 个 闭 集 。 显 然 二 者 之 
中 至 少 有 一 个 不 含 点 yt。 无 妨 设 yoE4 ,于 是 4, 既 开 且 闭 ， 
取 广 1 = A, V, =7—.4,， 那么 六 | 与 六 ;就 分 别 是 .A 与 4 的 、 
不 根 交 的 开 邻 域 ， 因 此 Y 又 是 正规 的 。 

在 作 了 上 述 一 些 准 备 工 作 之 后 ， 下 面 证 明 油 条件 (3) 可 
以 排出 

Ni{ Fie }$ 

与 假设 蔬 居 。 

考虑 空间 互 xY 中 的 闭 集 忆 = { (x，Xx) 1 XE 及} 。 现 在 利 
用 条 件 《3) ， 知 PE 是 了 中 的 闭 集 ， 而 且 显 见地 有 XCEP 
CFI。 另 一 方面 {也 : :iEJ + 的 有 限 交 ( 非 空 ) 竹 质保 证 了 单 
点 集 { ye 不 是 空间 了 中 的 开 集 ， 所 以 yo E PLFI 《否则 ya 世 
PLFj， 则 X= PLFJ， 便 是 了 中 的 闭 子 集 ，{ y。} 便 是 开 集 
了 》 。 这 样 ， 便 有 一 个 点 xo EX 使 得 (Yo，yo)EF。 根 据 定 
只 

F= 1 (x, x): rER}Y 
对 于 x6 的 每 个 开 邻 域 以 及 每 个 下 1 (G4 了 i tiE€E7}) 都 成 立 
着 关系 式 
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[UxC{ yo UFOIN{ (rx) 1 rEX} EY 

因此 ， 便 看 在 着 《依赖 于 0 及 璇 的》 点 x2*EX 合 于 
《TY# re) EU XC{ yo } UFR 

注意 到 yo 全 了 ， 推 知 

»EUNF, 
至 此 证 明了 Xxo 的 每 一 个 开 邻 域 吕 与 ;的 交 非 突 ， 叉 因 玉 ;是 闭 
集 ; 战 70 所 下 ;, ( 寻 每 一 个 1 E77), 凶 zo EN {Fi :iEI} 寺 中 。 

证 完 ] 


$2 紧 性 与 分 离 性 


对 于 冉 ausdorff 空 间 ， 紧 性 会 导致 出 许多 很 有 价值 的 结 
果 。 先 从 下 列 定理 开始 

定理 4.8 设 了 是 百 cusdorfr 主 间 ， 如 采 4 坪 一 个 紧 子 集 ， 
点 * 4， 则 存在 两 个 开 集 U 与 让 得 ACU,，xEV 有 UNY = 
ZS。 

证 明 对 于 每 一 点 oE A， 因 为 X 是 Hausdorff 空间 ， 所 
以 存在 o 的 与 z 的 不 相交 的 开 邻 域 I ,与 广 ,。 开 集 族 {U。: a€ 4} 
覆盖 了 紧 集 4， 它 应 该 有 某 个 有 限 子 覆盖 ， 无 妨 设 为 {U。,: 
=1，2，…， #4}。 相 对 应 壬 有 x 的 开 邻 碟 V 1， Vs， ,， 
使 得 局 ,站 Fei= 中 = 1，2，…w，hH， 念 


U = U UG V 一 V., 
1"1 = 
那么 U 与 六 访 是 所 要 求 的 开 集 。 


推论。 五 ausdorff 室 则 1 的 紧 子 集 都 是 闭 集 。 


定理 4.9 设 站 是 杞 ousdorff 空 间 ， 如 时 4 与 B 是 不 相交 的 
两 个 紧 子 集 ， 则 存在 集 .4 与 集 8 的 不 相交 的 开 邻 域 。 

证 明 根据 定理 4.8, 对 每 一 点 0 蕊 4 有 a 的 开 邻 域 U ,与 8 的 
开 邻 域 访 ,， 使 得 UV .站 六 ,= 六 。 开 集 族 {10。: a€ 4 是 4 的 覆 
盖 , 应 有 某 个 有 限 子 旋 1D; : i=1，2，…，1#1}, 亦 丑 荔 了 A， 
由 此 得 到 


UU= UU.; = 和 和 产 。， 
1 一 1 


分 别 是 4 与 如 的 不 相交 的 开 邻 域 。 
5 证 完 】 

推论 。” 紧 的 T, 空 间 是 正规 的 。 

六 是 一 个 很 串 的 结果 。 由 此 即 知 ;: 一 个 紧 空 间 ， 若 是 工 ， 
分 离 的 ， 则 亦 是 了 分离 的 。 

在 不 假定 了 :分 离 性 的 情形 ， 下 列 类 似 前 定理 成 立 。 

定理 4,10 设 匡 是 正则 空间 ， 如 果 4 是 一 个 紧 子 集 ， 忆 是 
所 的 一 个 邻 域 ， 则 在 在 4 的 冰 邻 域 让 舍得 VCU，。 

证 阻 ” 因 为 X 是 正则 和 的， 所 以 对 每 一 点 aE 4 有 a 的 开 邻 域 
矿 。 使 得 矿 .灾区 。 此 时 开 集 族 { 刺 。:aocE4 + 复 盖 了 4， 骨 
然 应 该 在 有 限 子 族 { 严 :1= 1 2，… #1}， 也 人 复 盖 了 4。 


F = Uy WV. 
就 是 要 求 的 六 邻 戚 。 
[证 完 ] 
推 诊 ”时 的 正则 空间 是 正规 的 。 
定理 4.11 设 巧 是 完全 正则 空间 ， 如 果 4 是 紧 子 集 ， 克 是 
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4 的 一 个 邻 域 ， 则 存在 中 三 到 闭 区 问 50，13 的 一 个 连续 国 数 
ff， 满足 条 件 
1， 当 xEE A 时 
人 站， 当 ZXEX~U 时 

证 明 因 沟 了 是 完全 正则 的 ， 所 以 对 于 每 一 点 4E A， 有 
连续 函数 g。: 了 [0，1J， 满 足 条 件 


f(z)={ 


1, 当 * = 0 时 
go ={ 
0, 当 z 拓 元 一 总 时 
令 卫 ,= 1 :9.(7) 之 诗 1}， 显 然 玉 ,是 点 4 的 一 个 开 邻 


域 。 若 定义 
hx) = min DCT 11+ 
于 是 ， 对 每 一 个 a€ 4， 相 应 是 关 , 都 是 由 天 到 [9，13 的 连续 函 
数 ， 并 满足 条 件 
1; 当 xE 玉 时 
0, 当 xEX-CU 时 
集 族 {万 ,+ E41} 是 紧 集 4 的 开 履 盖 ， 应 有 时 个 有 限 子 
复 盖 { 玉 .rr=1，2，…， #8 上 ;此 时 相应 的 he 15i = 123…79 
n， 合 于 条 件 ~ 
1, 当 xEWW ,i 时 
0, 当 ZEX~UH 时 
最 后 ， 我 们 令 
f(r) = mar { host) BastT), oh (x) } 
容易 看 出 ，f 就 是 要 求 的 连续 函数 。 


h(x) = { 


[证 完 ] 
借助 定理 4,8 的 推论 ， 我 们 还 有 如 下 的 结果 。 


定理 4.12 设 f 是 由 紧 宇 间 天 到 拓扑 空 人 上 的 一 个 连续 路 
射 ， 则 下 列 各 命题 成 立 : 

(1) 了 是 紧 的 ; 

《27 当 了 是 了 ,空间 时 ，7 是 财 史 射 

《3) 当 了 是 了 :空间 并 旦 /是 一 对 一 的 时 候 ,j 是 同 耳 英 射 。 

证 明 。” (1) 设 .wr 是 了 的 任意 一 个 开发 盖 ， 那 么 集 族 了” 
[4 :AE xr} 就 是 七 一 个 开 覆 苏 。 又 因为 X 是 紧 淮 ， 所 以 
存 硅 着 有 限 族 { Fr[43:1=1 2, … nn}C{f :CAI: 4 
和 .ww 上 覆盖 了 式 ， 由 此 可 条 集 族 4 .41= 1 2，……， ht 就 
古 .和 的 有 限 子 族 并 覆盖 了 7。 

《2) 要 证 明 f 是 闭 和 的 ， 只 需要 证 明 对 于 的 任 党 一 个 闭 集 
半 ，f 人 [A 是 了 的 闭 集 。 事 实 上 ， 因 为 了 是 紧 的 ， 而 A 是 了 的 闭 
子 集 ， 所 以 4 是 紧 的 。 根据 LU) ，f 科 是 紧 的 ， 久 因为 了 是 
了 ,空间 ， 所 以 紧 集 并 . 作 就 是 了 的 闭 子 集 。 

《3》 因 为 f 是 一 对 一 的 满 蜡 射 ， 所 以 道 映 射 17! : 了 ->X 在 
在 ,, 并 且 对 于 工 的 闭 集 .4 来 说 (f 1) "1[AD = [AD 是 了 的 闭 集 ， 
所 以 f! 是 连续 和 的。 从 而 /是 同 耳 映射 。 

[证 完 2 

推论 设 久 ,与 ,是 同一 个 集合 XX 上 的 拓扑 ,1 刁 .这 ,， 
如 果 已 知 (x, .下 ,》 是 紧 的 (rz，. 罗 2) 是 了 和 的， 那么 必 有 等 
式 了 1 = 了 :成 谋 。 

为 了 证 明 这 个 推论 ， 只 需 考 虑 空间 (X, 了 ) 到 (有 ，. 六 3) 
的 入 辐 观 射 ，f(7) =x， 这 是 一 个 同 凸 映射 。 推论 本 身 指 出 ， 
局 限 在 7 :型 拓扑 来 看 ， 紧 拓 四 是 极 小 的 。 


4， 


$3 紧 空 间 的 聚积 


关于 紧 宝 间 的 乘积 ， 有 著名 的 了 ychonroff 定 理 ， 这 是 一 个 
非常 有 用 的 定理 。 本 节 讨 论 Tychonoff 定理 以 及 有 关 的 控 论 ， 
同时 指出 了 ychonoff 定理 与 选择 公理 是 等 价 的 。 

定理 4.13 (Tychonoff) 一 族 紧 空间 的 乘积 (就 积 拓 扑面 
言 》 是 紧 的 。 

证 明 设 了 = xi a€ A} ,其 中 每 一 个 了 ,是 紧 空 间 ， 
I 了 具有 积 拓扑 7。 令 是 由 所 有 形 如 卫 "。 [UD 的 集 所 组 成 的 集 
旋 ， 此 处 0 是 义 . 中 的 开 集 ，P ,表示 由 了 到 六 ,的 投影 ，aE 4。 
于 是 .2 就 是 .天 的 标准 子 基 广 。 根 据 4lexander 定理 ， 为 了 要 证 
明了 是 紧 的 ， 只 须 证 明 : 车 .x 是 由 多 的 元 素 组 成 的 ，“ 有 限 不 
够 田 的 ” 集 族 ， 则 .xr 就 盖 不 住 Y。 

村 每 一 个 9A， 令 

多 ,= 40+U 是 蔷 , 中 的 开 集 并 是 使 得 P iC02IE.w } 

由 于 .x 对 于 Y 是 “有限 不 够 用 的 ”， 决 定 了 多 ,对 于 XX 是 “有 
限 不 够 用 ”， 又 知道 祥 , 是 紧 狗 ， 所 以 多 。 瘟 不 住 鲜 :。 我 们 对 
每 一 个 0 世 4， 取 

YAEX—U{U: Ue,} 
得 到 以 z, 为 誉 标的 点 += { Xx, }， 显 然 

FEV- lw 
艺 .w 盖 不 住 7。 证 完 

定理 4,13 指出 紧 空 间 的 才 积 是 紧 的 。 反 过 来 ， 如 果 立 = x 
{起 。 + 4 马 4} 是 紧 的 , 则 由 让 ,= 也 ,LY) 是 了 的 连续 象 ,又 能 推 
内 每 一 个 学 标 空间 ,都 是 紧 的 。 从 而 得 结论 ; 乘积 空间 是 
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空间 的 充 要 条 件 举 它 区 每 一 个 坐标 空间 都 是 紧 的 ， 

下 重 介 绍 几 个 有 用 的 推 沦 。 

推论 1 设 了 =x1{RiaE4 是 积 空间 ,如 果 有 无 限 多 
个 华 标 空间 站。 是 非 紧 的 ， 则 了 的 紧 子 集 一 定 无 内 点 。 

证 明 设 C 是 了 的 一 个 紧 学 集 ， 要 证 明 C 没 有 内 点 ， 我 们 用 
及 证 法 ， 假 设 * 是 C 的 一 个 内 点 ， 于 是 必 有 荣 个 基本 开 和 集 

DU=N{ Peo. :acBn} 
满足 条 和 件 

TEUCTO 
二 中 呈 是 4 的 有 限 子 集 ， 亚 ,是 和 ,中 的 开 集 。 

因为 是 紧 集 ， 而 当 cE A~ BH 时 ， 

PLCJ=XX, 

日 定 球 4.12 知 ， 基 ,是 紧 约 ,其 中 aEA4~B。 与 题 设 条 件 芳 盾 。 
[证 完 ] 

推论 指 虽 ， 当 非 紧 的 举 标 守 间 相当 多 (CN,) 时 ， 积 空 
问 中 的 竖 集 就 帮 是 跑 移 了 。 

推论 2 ( 互 eine - Borel 一 Lebesque) 在 nn 锥 欧 几 里 得 空 
向 中 ， 了 于 集 4 是 紧 的 当 且 仅 当 4 是 有 赛 闭 集 。 

证 明 必要 性 。 因 为 欧 几 里 得 空间 EE "是 了 的 ， 由 4 的 紧 
生 聘 排出 4 是 困 的 。 另 外 ， 当 -4 是 紧 集 时 ， 则 由 广 住 4 的 开 球 
1 So 1) :acE4+ 中 可 以 取 有 限 个 开 球 也 盖 住 4， 从 而 得 

是 有 界 的 。 

“人 但 我 们 已 经 知道 每 一 个 实数 闭 区 间 Cosby 年 紧 的 。 
当 4 是 有 界 闭 集 时 ， 对 于 每 一 个 i= 1]，2,…,n， 集 B; = 了 Pi[CA4) 
总 是 有 界 的 《8B; 的 直径 所 .4 的 直径 ) ， 从 而 可 取 闭 区 问 [ai 
817 党 BB,， 上 由 此 推出 
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A x 寻 ,之 x [ai 五, 
上 到 二 i= 1 


并 且 -4 是 紧 集 x [6,，b 的 闵 字 集 ， 所 以 是 紧 的 
[证 完 ] 

最 后 我 们 指出 ， 了 ychonoff 溢 积 定理 与 选择 公理 实际 是 等 
价 的 。 事 实 上 ， 定 理 4.13 的 证 明 本 齐 已 指出 由 选择 公理 能 推出 
了 ychonoff 定理 ， 现 在 反 过 来 ， 我们 法 由 了 ychonoff 定理 推出 
选择 公理 。 简 格 回 顾 一 下 历史 、， 早 在 1933 年 S +，Kakwtani 就 捉 
出 过 出 了 ychonoff 定理 小 出 选择 公理 的 问题 ， 但 他 当时 未 能 给 
出 证 明 ， 只 是 一 种 芋 息 。 下 面 的 证 有 明 是 /。 上。Kelley 在 1959 年 
给 出 的 《 见 Fund。 衣 ath。37 拳 ，75 一 76 页 )。 

我 们 对 选择 公理 取 如 下 表达 形式 : 若 对 于 每 一 个 aE 几 
芯 . 神 是 非 空 集合 ， 则 直 积 

x {XX,. 1:oEA} 
划 是 非 空 集合 。 

证 明 ”首先 在 一 切 党 合 站 。 之 外 任 取 一 元 ,无 切记 之 为 4， 
令 了 ,= 项 {A 仿 在 7 上 引入 拓扑  。，。.， 由 空 集 b， 单 
点 集 { A}, 以 及 了 ,中 有 限 集 的 余 集 构成 ,这 样 一 来 ,每 个 (I 了 ， 
~ o) 就 是 一 个 了 :型 的 紧 室 间 。 和 根据 Eyceporor f 定理 ， 乘 积 空 
间 驴 = x {了 ,roE 4 } 也 是 紧 的 ,又 因为 { 4 是 7。 中 的 开 集 ,于 
是 耳 . 便 是 了 ,中 的 闭 集 ， 从 而 Z ,= 了 。 [着 人 恒 是 Q 中 的 闭 供 ,最 
后 ， 因 为 对 于 .4 的 任 鸽 有限 子 集 3 来 说 ，1 1:aec53j 都 是 
非 空 的 《这 是 因为 依据 有 限 选择 公理 对 每 一 个 aE B， 我 们 习 以 
到 z ,后 民 。 另外 对 每 一 个 aeE A~ 8B, 令 xX ,= /A, 这 样 但 浏 的 点 * 
= xj 就 是 几 {1Z。:aEB 中 的 点 ) ， 于 是 { 21 4EA1 
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就 是 紧 室 间 Q 中 的 、 具 有 有 限 交 人 性质 的 闭 集 族 , 应 有 非 空 的 交 ， 
项 

{Zt aEd}=x{7, :aEA}zA 

注 在 扑 素 集合 论 中 ,所 谓 给 定 了 一 个 集 时 ,万 指 存在 一 个 

如 入 中 ,使 得 对 于 任意 一 个 事物 x， 依 x 是 否 满 足 遇 即 依照 中 (x) 
的 真 假 来 唯一 地 决定 +E 村 或 XEM。 营 对 每 一 个 a 所 4，,， 久 。 
都 是 看 空 集 合 ， 并 且 两 两 不 档 安 ， 那 全 妆 -4 是 无 限 集 时 ， 有 是否 
存 广 着 集 几 舍得 对 于 每 一 个 eE4，1 邮 人 王 。 都 是 单 点 集 呢 ? 
为 决定 总 的 条 件 中 是 否 存 在 无 法 断定 ， 所 以 集合 诗 的 存在 性 就 
成 了 问题 。 但 当 有 所 是 有 限 集 时 孝 能 通过 有 有 限 步 《 按 数学 归纳 
法 ) ， 在 每 一 个 政 巾 取 定 一 点 *。， 从 而 得 到 集合 六 。 因 此 ， 
承认 有 限 选 泽 公理 万 是 自然 的 。 我 们 不 准备 寂 及 公理 混合 论 ， 
只 指出 一 点 : 在 Z 六 公理 系统 中 ， 利 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 有 
限 选择 公理 一 定 成 立 。 但 是 当 并 ,的 个 数 .4 无 限时 ， 即 使 每 一 个 
六 ,部 只 含 两 个 元 素 ， 世 无 靶 证 明 上 述 的 影 存在。 当然， 这 并 
不 否定 在 一 些 特 殊 场 合 可 以 知道 好 存在 。 例 如 天。 都 是 由 一些 
非 负 整 数组 泪 的 集合 ， 那 么 取 

Xe 二 攻 。 中 的 蝶 小 整数 


就 得 到 了 一 个 几 。 
本 节 头 于 了 ychtonoff 定 理 的 讨论 使 我 们 又 增加 了 一 条 与 选 
译 公 理 等 价 的 合 感 。 


$4 吉 洪 诺 夫 方 体 


在 拓扑 学 中 ， 单 位 滞 区 间 7 = [0，1 被 作为 一 个 基本 的 、 
十 分 重要 的 拓扑 空间 。 设 + 是 无 限 集 4 的 势 ， 我 们 把 染 积 空 间 


x*X11etaEA}, 其 中 。= 1 
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or -一 一 一 一 一 


记 作 7 "， 叫 吉 洪 诺 夫 方 体 。 
因为 7 是 紧 的 了 ;空间 ， 所 以 对 于 任意 的 *， 次 洪 诺 夫 方 体 
了 是 紧 的 了 ;空间 ， 从 而 是 7 的 ， 自 然 也 是 Ta 去 的。 又 因为 
Ts 去 是 继承 性 的 ， 由 此 可 知 ， 吾 洪 诺 夫 方 体 7 了 * 的 任意 子 空间 
及 其 同 且 空间 都 是 Ts 圭 的 。 下 面 我 们 将 证 明 其 逆 亦 真 。 
定理 4.14 若 拓 扑 空间 是 Ta 去 的 ， 则 与 某 个 /中 的 一 
个 子 集 同 胚 。 
证 明 ”因为 丑 是 Ts 去 空间 ， 所 以 对 每 一 点 *E 了 以 及 x 的 任 
章 一 个 开 邻 域 Q 都 有 连续 函数 / : X_>7 使 得 F(z) = 0， 而 当 yE 
XNUNf Cy) = 1。 
我 们 考虑 一 切 由 X 到 /的 连续 函数 /构成 的 集合 已 ， 设 | 后 | 
= t+。 对 每 一 个 EF 取 一 个 坐标 空间 1 = 7， 建 立 乘积 空间 
x {Ir:/EF} 
即 是 吉 洪 诺 夫 方 体 7 '。 
下 面 我 们 先 建立 由 开 到 某 个 改写 7 上 的 一 一 上 映射， 每 证 
明 这 个 有 还 是 一 个 同 胚 。 
(一 ) 对 于 x EZ， 我 们 令 h(x) 是 1t 中 这 样 的 一 点 x = (zy) 
时 /其 中 xy = f(x*)。 
因为 当 * 关 y 时 ， 存 在 一 个 连续 函数 六 到 ->7 使 得 六 (xy = 
03f(y)=1， 即 xyo 二 Vyo， 所 以 x 千 少 。 说 明 h 是 由 XX 到 X= 
CICSI "上 的 一 一 映射 。 
《二 ) 有 :>X 是 连续 的 。 
这 是 由 于 对 每 一 个 /EF ，P,。h= /是 连续 的 。 


(三 ) hr- 1 文 -> 天 是 连续 的 。 
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设 是 守 中 任意 一 点 ， 记 x = 区 2。 今 证 明 对 于 的 每 一 


个 开 健 域 了 ， 存 在 2 的 一 分 并 邻 域 了 使 得 :EJ 二 上 U。 
因为 是 Ts 生 的 ， 对 于 # 以 及 x 的 开 邻 域 0 有 连续 函数 0， 
1 使 得 fo (tx) =0， 和 当 yEXNU 时 fo《y) =1。 由 此 推出 

UO{y!: foty)lt = Pio hi1CC0, 1) 

=h Py CLO 1)2) 


= Ps [Co, 1 


则 区 就 是 x 的 一 个 开 邻 域 ， 并 县 使 得 hi! CFU。 
5 证 完 ] 
归结 上 述 讨 论 ， 得 结论 :拓扑 空间 X 与 某 个 吉 洪 诺 夫 方 体 
了 "中 的 一 个 子 空间 痢 策 当 且 仅 当 交 是 了 空 间 。 


§ 5 可 数 紧 、 序 列 式 紧 


定 尽 2 拓扑 空间 文中 做 市 数 紧 的 (Countebly com pact) 
或 叫 复 盖 式 列 紧 的 ， 是 指 卫 的 每 一 个 可 数 开 复 盖 都 有 有 限 子 发 
盖 。 

由 定 必 直接 看 出 ， 紧 冠 间 一 定 是 可 数 紧 的 ; 同时 具有 Lin 
de 个 /性质 的 可 数 紧 空 间 一 定 是 紧 的 。 

定理 4.14 拓扑 空间 头 是 可 数 紧 的 充 要 条 件 是 每 一 个 具有 
有 限 交 性 质 的 。 羡 集 的 可 数 族 都 有 非 空 的 交 。 

定理 4.16 ”拓扑 空间 邱 是 可 数 紧 的 充 赛 条件 是 每 一 个 非 空 
闭 集 的 递减 列 

天 
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一 定 有 非 空 的 交 。 

这 两 个 定理 的 证 明 并 不 国难 ， 可 以 仿照 定理 4.1 与 定理 4. 和 
广 行 。 萎 络 读 者 自己 疆 习 。 

定理 4.17 拓扑 空间 站 是 可 数 紧 区 充 要 条 件 是 革 的 每 一 个 
无 穷 子 集 都 至 o 一 聚 点 《空间 天 中 一 点 z 叫 作 某 个 子 集 4 的 o- 聚 
上 碍 是 指 z 的 每 一 个 邻 域 部 售 有 -4 的 无 穷 多 个 点 。 马 一 聚 点 一 定 是 
聚 点 、 反 之 未 必 。 但 对 T; 型 空间 来 说 ， 烹 点 与 % 一 豪 点 是 一 回 
事 。 参 看 定理 2.21) 。 

证 明 ”必要 性。 很 设 二 的 某 个 无 穷 子 集 没 有 oa 一 聚 点 ， 那 
么 取 该 集 的 一 个 可 数 子 党 

凡 = {a:, sy os ns }» 

所 同样 地 没有 名 一 案 点 。 

对 于 每 一 个 x 对 ， 有 z* 的 一 个 开 邻 域 0 ,使 得 U0 站 4 是 有 
限 集 ， 从 而 得 到 广 的 一 个 开发 盖 

= 1U,. :iEXA}, 
:UA= {a a as 时 ， 令 
m=par{ ns fs ‘7 Hi} 

就 叫 作 已 的 标 数 。 特 别 当 了 .1 4 = 了 时， 了 。 的 标 数 取 0。 我 们 
按照 标 数 n1 对 上 0s 进行 分 类 ， 标 数 是 m 的 那些 U .全体 记 为 多 。( 注 
者， 可 能 有 些 多 。 不 合 纤 何 元 素 》 ， 于 是 


gr = UG。 


令 
Wu=U {Us DGEUY 
得 到 可 煞 个 开 集 
Wo WW Wy Ws 


vw 站 三 后 全 


满足 条 件 


口 - 


U 取 == 妈 


并 且 有 
多数 。 
显然 生 的 这 桩 一 个 可 数 开 柳 闽 
{Hn m= 0 1, 2 } 
不 存在 有 限 子 履 盖 。 这 就 证 明了 : 若 习 有 某 个 无 穷 子 集 无 w 一 
训 点 ， 则 避 一 定 不 是 可 数 坚 空间 。 
充分 性。 很 设 X 不 是 可 数 紧 的 ， 那 么 就 有 荣 个 可 数 开 性 益 
多 = {Ur, Us, 1 Us } 
不 存在 有 有 限 子 覆盖 。 
对 每 一 个 #4, 选 取 一 点 
并 且 使 各 个 x .彼此 不 同 ， 由 此 得 到 无 穷 子 集 
A= {x R=1, 2, } 
容易 证 明 4 没 有 名 一 京 点 。 这 是 因为 对 每 一 点 Xx 扎 六， 总 有 闪 个 
5 是 z 的 开 邻 域 ， 而 wo 与 4 的 交 只 史 疹 限 集 。 这 就 证 阳 了 : 
若 室 间 如 不 是 可 数 紧 的 ， 则 一 定 有 某 个 无 穷 子 集 无 @ 一 芭 点 。 


[证 完 
定理 4.18 拓扑 空间 羡 是 可 数 紧 的 充 要 条 件 是 久 的 每 一 个 
庶 列 Tr R12 } 痢 有 极限 点 《 室 问 么 中 一 点 z 书 作 条 


个 点 列 {X.，#=1，2, 上 的 极限 点 ， 世 叫 萌 点 ， 是 指 对 

于 x 的 任何 一 个 邻 域 0 与 任意 一 个 正 整 数 尽 ， 存 在 某 个 m2> 必 使 

得 ,EDU。 当 苇 的 每 一 个 点 列 部 有 极限 点 时 , 称 之 具有 Bolzano 
* D6 *» 


fiersfrzss 性 质 》 。 


证 明 必 实 性 。 庶 {x » 1 2 b 是 一 个 占 列 ， 
那么 只 公有 下 列 丁 种 情形 : 
(1) 点 列 {z nl 2，… 和 上 只 有 有 限 多 个 点， 于 


是 峰 有 一 点 z 对 无 穷 多 个 口 然 数 m 保 持 ze = 2 此 时 2 就 是 已 向 点 
列 的 被 限 点 。 

《2) 点 列 { zs，1= 1，2，，……: } 洁 有 无 穷 多 个 扯 ， 衫 
扬 定 型 4.17， 无 穷 点 集 {z: as 1，2，…… 了 有 ao- 一 聚 点 ， 
此 >z 吝 是 马 知 点 列 拘 极限 点 。 

充分 性 。 要 证 明 革 是 可 数 紧 的 ， 根 据 定理 4,17， 只 须 证 
明 X 的 任意 一 个 无 穷 子 集 4 郁 有 % 一 聚 点 。 这 是 容易 办 到 的 。 
因为 可 以 取 4 中 可 数 无 穷 多 信 点 排 成 序列 { ze ， n=1，2， 
… 上 }， 按 昭 题 设 条 件 ， 它 有 航 限 点 ， 这 个 极限 点 就 是 集 4 的 @ 
一 诊 点 。 

[证 完 ] 

定义 3 拓 儿 空间 么 叫 作 序列 式 紧 的 《Segaeriafpy 
onzpocf)y， 是 招 支 的 每 一 个 点 列 都 有 一 个 收 误 子 列 。 

因为 点 列 有 收 合子 列 时 ， 子 列 的 极限 当然 是 已 给 点 列 的 极 
限 点 ， 所 以 ， 序 列 式 紧 空间 一 定 具有 Bolzano 一 凡 Veierstrass 性 
质 ， 从 而 一 定 是 可 数 紧 的 。 

定理 4.19 车 外 是 可 数 紧 的 、 满 足 第 一 可 数 公理 的 拓扑 空 
间 ， 则 -六 是 序列 式 紧 的 。 

证 明 设 {1zres，H=1，2，…… 是 下 中 的 一 个 点 询 , 要 证 
明和 它 育 收 误 子 列 。 

因为 下 是 可 数 紧 的 ， 所 以 {x nr=1l，2，…… 有 极限 
点 ， 取 其 一 个 变 为 x。 我 们 取 z 的 一 个 可 数 邻 域 基 ， 无 妨 认 为 它 

" lb7* 


还 是 单调 递减 的 ， 
VF DD DP Oe 
叉 每 一 个 正 蓝 数 操 选取 点 列 {z nm= 1，2， } 中 的 一 项 
Tk, 
并 保持 ras < 由 此 得 到 已 知 点 列 的 一 
个 收 竹 子 列 { zety 下 = 1。，2，…… 上 |。 
[证 完 ] 
推论 ”者 于 是 序列 式 紧 〈 或 可 数 紧 ) 的 、 满 足 第 二 可 数 公 
理 的 拓扑 空间 ， 册 五 是 紧 的 。 
定理 4,19 及 其 推论 告诉 我 们 ， 对 于 满足 第 一 可 数 公理 的 拓 
四 空间 来 说 ， 可 数 紧 性 与 序列 式 紧 性 是 等 价 的 ; 对 于 满足 第 二 
可 数 会 理 的 拓扑 空间 来 说 ， 可 数 紧 、 序 列 式 肾 、 乃 至 紧 性 ， 三 
考 是 一 回 事 。 但 在 一 般 情况 下 ， 序 列 式 紧 空间 未 必 -~ 定 是 紧 
的 。 例 如 50，w1) 在 序 拓扑 意 义 下 是 可 数 紧 的 而 且 满 中 第 一 
可 数 会 理 ， 共 而 是 序列 式 紧 的 ， 草 [0,w1》 不 是 紧 空间 。 也 能 
举 出 反例 ， 说 明 紧 空间 可 以 不 是 序列 式 紧 的 。 


$6 局 部 紧 空 间 


定义 4 扰 反 空 闻 互 叫 作 局 部 紧 的 (Loealty compact)， 
是 措 天 的 每 一 点 都 也 少 有 一 个 部 城 是 紧 的 。 

容易 看 出 ， 紧 空间 是 局 部 紧 的 ， 实数 空间 虽然 不 是 紧 的 ， 
但 却 是 局 部 暴 的 | 获 空 间 是 局 部 紧 的 ! 局 部 紧 性 质 对 闭 子 集 是 
继承 的 ， 即 局 部 上 紧 空 词 的 每 一 个 著 的 子 空间 是 局 部 紧 的 ， 这 是 
因为 ， 车 A4 是 X 中 的 闭 保 ， 当 UU 是 点 x*E .A 在 空间 世 中 的 紧邻 域 
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时 ，Z 站 .4 就 是 点 xz 在 子 空间 -4 中 的 紧邻 域 。 

局 部 紧 空 间 车 网 时 满足 某 种 分 匈 性 条 件 ， 也 会 音 诈 多 特殊 
的 表现 ， 这 与 紧 空 间 颜 为 类 似 。 

定理 4.20 设 X 是 一 个 局 部 紧 的 正则 (或 局 部 紧 的 了 ，) 空 
间 ， 如 时 z+ 毛 义 ， 品 是 x 的 一 个 郭 域 ， 则 存在 z 的 一 个 紧 的 闭 邻 域 
六 使 得 六 万 U，, 

人 证明 (1》 当 XX 是 局 部 紧 的 正则 空间 时 ， 先 取 z 的 一 个 
紧邻 域 C， 令 

W = (CND)° 
显然 矿 是 z 的 一 个 开 邻 域 。 因 为 发 是 正则 的 ， 存 在 z 的 闭 郭 域 亚 
使 得 

Voweoec 
从 而 有 就 是 zx 的 紧 的 闭 邻 域 ， 旦 了 CT。 

(2) 当下 是 局 部 紧 的 了 ,空间 时 ， 同 料 先 取 x 的 一 个 紧邻 

域 C， 于 是 

W= (CND)" 
是 x 的 开 溃 域 。 因 为 X 是 了, 的， 紧 集 C 必 定 闭 集 ， 所 以 

WG 
并 且 访 作为 子 空间 来 说 还 是 正则 的 、 紧 的 。 

在 空间 了 玉 中 ， 钴 为 所 是 + 的 邻 域 ， 共 《1 ) 知 道 ,存在 的 
荣 个 紧 的 闭 仓 域 使 得 VCCU0， 自 然 矿 也 是 x 在 空间 世 中 的 
紧 的 泌 邻 域 。 

[证 完 ] 

上 述 定 理 说 明 ， 局 守 紧 的 、 正 则 (或 Ts) 空间 中 的 每 一 点 
都 有 一 个 由 紧 的 闭 邻 域 构成 的 部 域 基 。 

推论 1 在 T: 型 (或 正史) 空间 中 ， 局 部 紧 人 性质 对 开 子 集 
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用 是 继 藉 的。 
推论 2 局 部 紧 的 了 ;型 空间 是 个 的 。 
定理 4.21 设 民 是 局 部 紧 的 正则 空间 ， 如 果 .4 是 一 个 紧 子 
集 ,，U 是 4 的 一 个 邻 域 ， 则 
(1) 存在 4 的 、 紧 的 阔 邻 域 使 得 FCU。 
《2) 当 A 是 闭 的 紧 子 紧 时 ， 对 于 (4》 中 的 六 存在 由 天 到 
C0，1 的 连 继 晴 数 f， 满 足 条 件 
1 当 z 忆 .A 时 
f {ry = 
\o, 当 zx 所 总 一 天时 
证 明 (1)》 很 据 定理 4.20， 对 每 一 点 oaE 4 存在 o 的 紧 
的 闭 邻 域 六 一 5， 染 族 {F。 :aoE 4 中 必 有 有 限 多 个 了。 ， 
,=1，2，…， 声 使 得 


A UV., 


令 
= UY, 
则 瑚 就 是 要 求 的 紧 的 闲 邻 域 
《2》 由 于 此 时 子 空 间 亚 是 紧 的 正则 的 ,从 而 是 正规 的 ， 于 
是 对 于 空间 VY 中 的 闭 集 A 和 .4 的 邻 域 r"， 存 在 六 到 [0， 世 的 连 
续 函 数 g， 使 得 


/1 当 x E -好 了 时 
gx 
\o, 当 xEV -VV* 时 
入 . 
f 8¢*), 当 z 人 EF 时 
fixy) = 


\0， 当 xE€ 肝 -时 
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由 /就 是 型 求 的 函数 。 事 实 上 ,因为 上 是 闭 人 党， 于 是 扩 " 与 并 ~ 灰 
便 是 相隔 离 的 ， 所 以 出 f 在 上 连续 以 及 在 XX- 了 "上 连 续 就 推 
出 f 在 上 连续 。 
[证 完 ] 
推论 ”局 部 紧 的 正则 空间 是 完全 正则 的 。 
值得 注意 的 是 ,局 部 紧 空 间 的 连续 象 并 不 一 定 是 局 部 紧 的 ， 
俩 如 《下 ， 了 1) 是 散 雄 间 时 ， 对 和 任 简 一 个 拓扑 .了 ,得 同 喘 射 
F(X)=x 总 是 (六 1) 到 〔X，> 宛 ?)》 上 的 连续 映射 ， 此 时 
当然 可 以 取 . 了 ,使 得 (X， “,) 不 是 局 部 紧 的 。 但 如 果 加 强 条 件 
要 求 不 但 连 刍 和 而 且 是 开 了 映射 时 ， 那 么 由 于 的 局 部 紧 性 质 就 ， 
可 以 决定 了 [XI 也 是 局 部 紧 的 ， 这 是 因为 f 把 点 +EX 的 紧邻 
域 卫 成 了 f(x) 的 紧邻 域 。 
定理 4.22 设 积 空间 了 = Xx { 工 of aE 才 上 是 局 部 紧 的 ， 则 
每 一 个 坐标 空间 装 。 都 是 局 部 紧 的 ,并 且 除 去 有 限 乡 个 区 外， 其 
它 坐 标 空间 都 是 紧 的 。 
证 明 ”由 于 投影 P。 是 了 到 羡 。 上 的 广 续 的 开 上 映射 ， 这 就 由 
了 的 局 部 紧 性 决定 了 XK, 的 局 部 紧 性 。 此 外 了 中 紧邻 域 的 存在 说 
阴 非 紧 的 坐标 室 间 至 多 有 眼 个 。 
[证 完 ] 


$7 一 点 风化 


对 非 肥 的 拓扑 空 间 X 作 研究 时 ,常常 去 构 井 一 个 罕 空 间 X"*， 
使 羡 吓 半 " 的 子 空间 并 是 多 是 X* 的 稠密 子 集 ( 或 者 使 X 与 X* 的 荣 
个 稠密 子 空间 同 胜 ) 。 迁 常 把 并 " 叫 王 的 紧 化 。 

例如 ， 对 于 实数 空间 天 添上 两 个 点 ， ~ % 与 + oo， 便 得 到 

了 361 。 


R= 了 {一 09，+co 上 ， 规 定 下 的 子 集 只 中 的 元 宗 依 然 保 持 
了 逐 肖 顺序 ， + ce 是 如 的 最 大 元 向 ~ 9 是 RR" 的 最 小 元 ， 这 位 定 
放 的 R* 《关于 序 折 扑 》 就 是 一 个 紧 空 间 ， 凤 广义 实数 室 间 。 这 
是 对 实数 空间 的 一 种 暴 化 。 

又 例如 ， 给 复数 平面 玉 , 深 上 无 限 远 点 oo 便 得 到 复 变 部 数 
论 中 的 广义 复数 平面 ， 这 是 大 家 效 悉 的 。 

紧 化 的 形式 很 多 ， 本 节 只 介绍 最 简单 的 一 种 ， 叫 一 点 里 
化 。 因 为 是 Alexandro 生 提出 来 的 ,因此 也 明和 jexandro 全 一 后 
紧 化 。 

定义 5 设 (X，. 少 ) 是 非 紧 的 拓扑 定 间 ， 令 

X"=XU{c} 

= {V1 UCX* 并 且 X* 一 UV 是 X 中 的 闭 的 紧 子 集 } 
我 们 把 CX*、.7*) 时 作 空 间 开 的 一 点 紧 北 。 

机 知道 这 个 定义 是 合理 的 ， 自 然 应 该 解 快 下 述 三 个 间 题 : 

(1) 验证 . 郊 " 确 实 是 上 的 一 个 拓扑 

(2) 六 是 .7 "在 XX 上 的 相对 拓 盾 ， 并 且 工 在 下 中国 窒 } 

(3) 《X*，.F") 是 紧 的 。 

首先 ， 我 们 注意 到 .2“ 是 由 两 种 类 型 的 集合 构 臧 的 。 第 一 种 
是 症 的 开 集 第 二 种 是 这 祥 的 CX", 它 含有 点 59 同 时 使 得 并 
一 如 是 于 的 紧 的 财 集 。 显 然 必 与 阅 都 有 是 . 光 " 的 元 素 。 为 了 证 明 
9" 中 二 元 素 之 交 仍 属于 .所 " ,只 需要 验证 两 个 第 二 种 元 素 立 ,与 
:的 交 DU 1UaE. 思 *， 其 它 是 明显 的 。 事 实 上 ,此 时 soEDi ff 
UU,， 并 且 由 等 式 

KX* -UNU)= CX -UU KX-U,) 
推 贡 和 一 (V1,) 是 苹 的 紧 的 闭 集 ， 从 而 U1 人 NV,E.9*。 郁 
验证 .了 ”满足 拓扑 的 第 三 个 条 件 ， UEF", iEf, 要 证 朋 
办 16% 中 
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一 PTIE7  E.7。 袁 实 上 。 当 每 一 个 避 ,都 不 含 oo 寺 ， 显 
然 U{1DIIE7 就 是 区 的 开 人 党。 当 ce 届 于 亲人 个 局 村 ， 国 为 

ccEUlDITEG7 
并 是 

Xt] {UiET}=N| {XX-U,!:iel} 

二 RD 

由 此 推出 Xe 一 UTC | 是 区 的 闵 集 ， 注 意 到 X*~U ,。 
是 暴 的 ， 所 以 Te UTCE 是 天 的 紧 的 闭 混 。 从 而 岂 
{0r:iEl}E.F* 至 于 证 昌 了 (X*，.*) 确实 是 拓扑 空 
间 。 

因为 是 非 紧 的 ， 所 以 单 点 集 { co 上 |} 不 是 开 集 ， 从 而 站 
* 中 稠密 。 至 于 .多 是 .元 * 在 和 上 的 相对 医 扑 由 是 明显 的 。 

最 后 ， 黄 多 是 XX* 的 任意 一 个 开 复 莱 ， 于 是 oo 必用 于 某 个 
uoEZH， 因 为 X* 一 Us 是 紧 的 ， 它 应 被 罗 的 某 个 有 限 子 族 多 六 
住 ， 从 而 多 日 1 Du, 就 是 9 的 一 个 有 限 子 复 盖 。 (XX*，*) 
的 紧 性 得 证 。 

定理 4.23 非 紧 的 拓扑 室 间 〈X，.9) 的 一 点 紧 化 CX 
9 ")》 是 了 :型 空间 的 充 要 条 件 是 〈X，. 多 ) 是 局 部 紧 的 Ts 型 空 
间 。 

证 明 必要 性。X* 是 紧 的 T: 空 间 ， 当 然 是 局 部 紧 的 T: 空 
间 ， 而 六 是 X* 的 开 子 集 ， 根 据 定理 4.20 推 沦 1，X 是 局 部 紧 
的 。 艾 的 T; 性 是 显然 的 。 

充分 性 。 著 z、y 皇居 ，z 志 加 因 生 是 了 ;空间 ,所 以 存在 癌 、 
VEFCI* 使 得 

rEU, yeEV, UNV = 
和 = 99， rE， 因 了 是 局 部 紧 的 T; 空 间 , 根 据 定理 #4.20, zx 在 
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蕊 中 有 一 个 紧 的 闭 驾 域 广 ， 今 口 = 一 六 ， 此 时 三 与 也 就 分 别 是 
x+ 与 y 在 六 * 中 的 不 相交 的 邻 域 。 无 论 哪 种 情况 ，X* 中 任何 不 的 
二 点 总 是 了 分离 的 。 

[证 完 


第 斩 章 习 是 


1 。 回顾 前 玫 记 中 列举 揭 务 拓扑 宝 间 的 信子， 哪些 是 时 
的 ? 哪些 是 可 数 紧 的 ? 哪些 是 序列 式 攻 的 ? 

2 。 试 证 定义 在 紧 空 间 忒 上 的 实 全 连续 浮 数 f 是 有 置 
并 在 时 上 取 到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

3 。 证 明 丁 ,空间 中 两 个 紧 了 予 集 的 交 仍 是 紧 的 ,并 对 非 了 s 空 
间 的 情形 ， 试 举 一 反 例 。 

4。 证 明正 则 空间 中 紧 子 集 的 闭 包 是 紧 的 。 

5 。 了 1 是 拓扑 空间 不 中 的 开 伐 ， 多 是 一 族 闭 的 紧 子 全 ， 证 
明 ， 当 站 1CCEE CU 时 ， 一 定 存在 有 限 族 {1Ci Ca， 
人 呈 多 满足 人 条件 人 {Citi=1, 2 …,， njcU, 

全 ， 设 多 是 了 :空间 和 中 的 -一族 紧 子 集 ， 证 明 :， 当 多 中 任 翔 
市 限 多 个 元 的 交 都 是 连通 集 时 ， 站 1{C CE 凡 上 于 一 定 也 是 连通 
的 。 

兴 了 了 了。 《【《 闭 图 萌 定 理 ) 设 /六 是 由 拓扑 室 间 天 到 紧 前 、 工 * 空 
间 卫 的 映射 ， 试 求 : 连续 半 且 充当 (zfFz))a YE 人 上 是 航 
空间 蕊 X 了 中 的 用 业 。 

8 。 证 明 可 狼 紧 空间 五 连续 象 是 可 数 紧 五 。 
日 。 证 明 序 列 式 紧 空 间 的 连 继 象 是 序列 式 紧 的 。 
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St 度量 空间 


在 第 二 章 $1 的 最 后 部 分 ， 我 们 曾 引入 了 度量 空间 的 慨 
念 。 

铀 蕊 是 一 个 集合 ， 如 有 果 6:， 六 Xx 4 一 满足 条 件 ， 

(1) ol(r, 7) = 0 二 一 > 二 了 

《2] (zy 一 如 (3 全) 

《3) por，y) 0(X，2) +of2 #8); 《三 角形 不 等 式 ) 
则 称 二 元 钻 数 6 是 集合 XX 上 的 一 个 度量 。 (了 ，8》 叫 储 度量 
室 间 。 在 不 引起 混 请 时 ， 简 记 为 度量 室 间 苹 。 但 当 玉 上 同时 出 
现 几 个 度量 时 ， 就 应 指明 各 自 的 度量 。 

条 件 (1) 中 的 “< 一 ” 挽 作 < 一 ”， 我 们 就 得 到 伪 度 
量 空间 的 概念 。 

当 集 合 了 上 给 定 一 个 伪 度 量 # 之 后 ,我 们 把 形 如 ; (2 a 
= {yy Q(z， yy) 之 gto 沁 0) 的 集合 叫 敌 伪 度量 空间 (XX ，e@) 
中 的 以 x 为 中 心 @, 为 半径 的 开 球 ,同时 把 集合 { ysefzyy)se} 
叫做 闭 球 .不 难 验证 所 有 开 球 之 族 夫 = {SC(xi a): ZE 有 TF，a>> 
0 上 可 以 作为 集 开 上 某 个 拓扑 .z 的 基底 。 今 后 凡是 说 到 协 度 量 
室 间 《到 ，e) 的 拓扑 ， 总 是 指 按 这 种 自然 方式 由 协 度 景 6 正定 
的 拓扑 .8。 容 易 独 到， 这 种 括 扑 是 满足 第 一 可 数 公 理 的 ， 这 是 


国 为 开 球 族 {S(z 1 ): 0= 1，2，-… 上 构成 了 点 xz 的 一 个 令 
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域 基 。 届 时 我 们 可 以 证明 ,如 有 果 由 伤 度量 @ 决 定 的 插 扑 .7 使 (了 ， 
六 ) 是 To 空间 ， 那 么 0 必 是 度量 ， 事 实 上 ， 因 为 当 x、#E XY 
且 z 拟 y 时 ，z 和 ?二 点 之 一 必 有 一 邻 域 不 售 另 一 点 ， 不 苞 认 为 
有 开 邻 域 U 不 含 y"”， 于 是 就 有 下 实数 oe 使 得 yt S(z a)， 所 以 @ 
(XT, YD 

设 (无 ，8) 是 人均 诬 晤 空间 ，zE 和， 天, 我们 把 (fr， 
有 =inf{ twq): 0E 由 做 z 到 千 合 4 的 距离 。 对 于 给 定 的 
4 一 ez， 是 广 上 的 非 负 实 值 函 数 ， 而 且 是 连续 冰 数 ， 这 
是 因为 6(F，z) 坟 Ctr，Y) +et3y， 2)， 和 对 所 有 的 2&E 4 取 6fa， 
z)，QOC(Y，2) 的 下 确 界 ， 有 e(xX，A} 扩 g(x，y)+o(y,A)， 即 
etr，-4 一 es<e(r，y)， 交 换 z， ?的 顺序 有 同 祥 的 不 
等 式 成 立 , 所 以 , | elx, 4 -efy，4) | 之 9(z，y) 成 立 , 说 明 
对 任意 的 r>0, 只 要 ?名 Sm rf)， 就 有 Ib{z， 人 一 Cy， 过 
成 次 。 即 efz，.4) 是 连续 前 。 

定理 5.1 设 (XY，e) 是 伪 度 是 空间 ，A4CCX， 网 r& 4 的 
充 要 条 件 是 ez，A) = 0。 

和 证明 必要 性 ， 敬 ox, .4) = rD 那么 开 球 S(z 站 就 不 
含有 4 的 点 ， 所 以 z+ 三 4 充分 性 ， 若 o(z，-4) = 0， 于 是 z 的 
每 个 开 球 SCz， r) 都 有 -4 的 点 ， 所 以 zE 4 。 

[证 完 ] 
定理 5.2 伪 度 量 空间 是 正规 的 ， 度量 空间 是 TT 型 的 。 
证 明 设 4、B 是 伪 度 量 空间 (有 ，e) 中 不 相交 的 两 个 多 

集 ， 令 0 = {I otr, A}-otr, PAOVV= 1{r: olr, A) 
etzi B)>0 1 。 因 为 0(Z，A) ~ elzx, 了 B) 是 x 的 连续 函数 ， 记 
以 VU、 是 开 集 ， 而 ACGU，BCV, VNV= 人 名 ， 故 (X，0@) 是 
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正规 的 。 
对 度量 室 间 来 说 ， 当 z 姑 ?时 ，8(z，3) =r20 于 是 S(z， 
2) 与 S(7， 卫 ) 就 是 2 与 y 的 不 相交 的 令 域 ， 所 以 和 是 了 :型 


的 ，T: + 正规 =T,， 故 度量 空间 是 了 ,型 的 。 
【证 完 2 
定理 5.8 设 ( 了 ，p) 是 协 度 量 空 间 ，{ S。ynED} 是 芋 巾 
的 网 ，z 握 瑟 ， 则 [Lim 二? 当 且 人 充当 Timp (os ZJ = 10。 


证 明 因为 ， limo5u =2 当 且 仅 当 对 每 一 个 正 数 m， 了 网 5 , 终 


于 在 = (77) 中 出 SE (zy?) 就 相当 于 el(S,，2) 之 7; 豆 limS ,= 
z+ 当 且 充当 实数 空间 中 前 鸭 { pS。，I) ,HD} 终于 在 每 一 个 
K0， 门 之 中 ， limetS,, T) = 

| | 


[证 完 2 

关于 度 最 空间 的 例 于 ， 除 去 第 二 章 半 1 中 已 列举 的 之 名 ， 
专 再 列举 几 例 : 

例 1] 在 X07 平面 上 ， 考 培 由 一 点 出 发 漳 达 另 一 点 站 
所 走 的 实际 路 程 ， 行 走 的 规则 出 下 列 条 件 决 定 。 

(1)》 沿 OX 轴 可 以 东西 行走 《〈 见 下 坪 ) 

《2) 除 OX 轴 外 ， 只 能 沿 南 北方 向 行走 。 

那么 任意 随 点 P(xzi，y1) 与 Pi(zs，3》 2) 间 的 距离 以 # 行 
程 ” 计 算 的 话 ， 将 由 下 式 给 出 
| | ys 一 4 |, r= 
peP1, Pi) =| 
\ yt + ys + iz-rs | ,Tix 
为 了 证 明 p 确 实 是 一 个 度量 ， 只 须 验 证 一 下 三 角形 不 等 式 
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就 行 了 。 困 为 二 各 两 个 条 件 亚 见 的 成 立 。 
今 市; = 《Ti 31)， ET= 4， 3 是 三 个 点 。 那 么 
C1) 沙 Ti=zz， 刚 Bi， 只 = 一 ya 此 了 时 不 论 zs 
取 什 么 利 便 有 四 
el(Pi, Pa) 二 天) ys lt bys ~ ys ly = y= 
oPi, Pi)o 
(2) 落 2 关 ze， 则 of(P， 互 ,) =jyi 十 [yi| 寺 区 -zs 
是 ， 当 zi3 天 zy 上 昌 23 天 7 时 
etP,, Psa) totPs, Pa)= Jys+lysltiysbiyhthe 一 zs 
tirs -x ly ut ly +t “r= 60(P,, P,) 
当 Xs 与 ;1、 人 ;中 有 一 个 和 粗 等 ， 比如 xs = 了 zi， 于 是 zs 大 7;， 
此 时 
olPi, Psa) totPs, Pea)=]y1— ysl+lys tiys + 
[rs — Ty 人 | + 这 3 一 下 
=|yi|+jyol+ir, -2s=0(P,, P,) 
综合 上 上述， 可知 三 角形 不 等 式 成 立 。 
上 述 的 度量 eg 与 通常 欧 氏 平 加 的 度量 是 不 同 的 。 现 实 记 界 
， i168 * 


中 区 别 于 欧 氏 度量 的 例子 很 多 。 又 如 ， 光 在 不 同 介质 中 的 传播 
将 不 走 直 线 ， 因 了 琵 为 了 研究 并 的 干 廊 现 训 ， 在 牺 理 学 中 就 必须 
引入 “ 论 程 ” 等 等 ， 这 里 不 多 作 介 绍 。 

上 上 述 度 试 e 不 促 本 身 与 通常 的 殉 兵 席 最 不 同 , 而 且 它 们 各 家 
决定 的 招 失 也 是 不 同 的 。 为 了 看 浊 这 一 点 ,我 们 只 贷 考 查 翌 所 上 


的 这 样 一 些 点 已。= 之 ， 1)，n Ti2， 及 P= (0， 1) ， 


显 见 PP ， 呈 人 >2， 所 以 在 g 决 定 的 拓扑 了 意义 上 ， 点 殉 
《了 0=12 上 不 向 Po 收 襄 ， 但 是 就 通常 拓扑 (EE:) 来 
说 limP ,= Pus 

例 2 人 届 3 是 任意 集合 , 江 于 每 一 个 SES, 令 1 了 ,== [50,1) 
岂 做 1 的 一 个 “ 扶 贝 ”， 将 所 有 1 的 点 0 贴 合成 一 个 点 ， 仍 记 
作 Q ， 于 是 得 到 集 令 蒜 。 为 了 明确 起 见 ， 对 了 ,中 的 点 ， 以 记 
每 z(3) 天 示 它 来 自 拷 风 卫 ,。 我 们 于 苹 = UU {7 了 8ES} 上 定义 
度量 邵 下 ， 
{isi ~ sal sr= 8 
OTL(S), Tle = 

TI1+Ii:s ss 

建议 读者 自己 去 验证 上 述 6 确 实 是 上 的 一 个 度量 , 此 度量 
下 的 天 而 租 星 形 空 间 《 也 叫 刺 独 空 间 ) 。 

例 3 (Bqire 空 间 》 设 2= (x Ts ) 为 任意 实数 列 
或 以 任意 集合 有 4, 的 元 素 为 项 的 序列 (3,E A.) 《其 中 { 4 是 
给 定 的 集 列 )。 全 体 这 样 的 序列 形成 集合 了。 设 yEX, y= {y,， 
yy) nn 
我 们 定义 
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70， sey 
QtT, 4 二 1 4 


may 3) 

则 ( 支 ，B) 是 度量 空间 。 

为 了 验证 6 星 度量 ， 只 须 验 证 三 角形 术 等 趟 ez， 之 4 
2 二 ez 3 就行 了 ， 因 为 其 它 两 个 条 件 是 明显 的 。 

X= (tioTs ys Ts wa 7， Y= yi Vay ps ) 
2 2 9 2 是 下 由 的 任意 三 点 ， 不 妨 设 Pr， ?3 
0 02 则 三 角形 不 等 式 显 然 成 立 ), 放 荐 ,za 天 3 
2 一 式 玛 少 有 一 个 成 立 ， 推出 、 

mr, mn{m(r, 2), my, 2) 1} 

页 ”ofr, ymar{ olr, 2), ol2, »)} 
它 显 然 比 三 角形 不 等 式 机 强 得 多 。 

Baire 空间 左 理 论 研究 中 是 一 个 非常 重要 的 度量 空 | 间 。 

同一 个 党 合 关上 的 不 同 度量 〈 世 度量 ) ， 有 可 能 决定 不 同 : 
的 拓扑 ， 这 种 例子 我 们 已 有 介绍 。 使 我 们 有 兴趣 的 是 : 不 同 的 
度量 也 可 能 决定 相同 的 拓扑。 

定理 5.4 侈 6 是 集 台 X 上 的 一 个 荔 庆 量 ， 那 么 

D (x, 3 二 的 和 二 BY vy) } 
也 是 了 上 的 伪 度 量 并 且 o 与 6 决定 了 同一 个 拓扑。 

证 骨 ”首先 ,只 须 验 证 三 角形 不 等 式 。 设 zyyy2 为 天 的 任 砍 
三 点 ， 当 0 《zy) = 8(z97) 及 8《(y52)) = Q(y*) 同 时 成 立时 ， 
为 凤 g(x，2)<<e(x， z) 故 有 @ (zx，2)@ (zy) + 80 ,2) a 
当 @lx，y) 耻 Q(X， 或 QCy，2) 玫 oCy，2) 有 时 ， 则 由 8 的 定义 
可 知 0 《2，7) +0(y，2) 守 二 而 8 Cz，z) 才 1, 故 有 8Cz,2) 志 
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@ x V+ Cy, 2), 

其 次 ， 短 一 个 半径 a 六 1 的 开 球 S (x; 四 都 能 表示 为 一 些 半 
径 之 1 的 开 球 之 并 ， 故 6 与 6 决定 的 折 扑 是 相同 的 。 

[证 完了 

由 此 可 见 ， 当 天 = 实数 集 丸 ， 丽 且 定 义 zi， 23 二 点 问 的 距 
离 @tziy， Ya2) 为 

Bfziy， zz》= min{ zi 一 mil } 
时 ， 则 册 e 亦 导出 实数 直线 的 通常 拓扑 。 

这 就 说 明 同 一 拓 扩 空间 当 其 可 典 量 化 时 ， 往往 可 由 几 个 不 
辣 的 府 量 诱导 出 来 。 

所 届 拓 站 空间 《，.9 ) 是 襄 度 量化 的 (metrizabie)， 是 
指 其 拓扑 结构 .元 能 由 与 上 的 某 一 度量 决定 。 


8 2 完备 度量 空间 

为 了 方便 ， 今 后 只 讨论 度量 空间 ， 但 是 多 数 结果 对 伪 度 量 
空间 也 是 成 立 的 。 

定义 1 设 (了 XX，@) 是 度量 空间 ，1{ XY, 是 其 中 的 点 列 。 
点 列 17,} 称 做 Cauchiy 序 列 ， 是 指 对 于 任意 给 定 的 e>>0，, 可 
在 no， 使 m, nn 时 ， 有 

fm Mn}<e, 

定义 2 若 《X，6) 是 度量 空间 ， 而 且 每 个 Cauchiy 序 列 
{xr. 都 是 收藏 序列 ,我 们 便 称 (全 人 个 先 省 度量 窒 间 (Co 
eltemetric space), 

如 果 注 意 到 实数 完备 性 在 数学 分 析 中 的 作用 〈 客 是 极限 理 
论 的 基本 前 提 》， 屠 么 完备 性 的 重要 意义 也 就 非常 清楚 了 。 例 
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如 这 通 分 析 中 的 压缩 映 象 鼠 亚 就 是 以 完备 度 基 空间 为 前 提 的 ，: 
下 面 列举 几 个 完 省 度 至 空间 的 例子 。 

例 和 4 ?#? 维 葡 氏 空 间 世 "是 完备 。 

倒 S 二 iibert 空 间 E* 是 完备 的 。 

设 己 1， P,, “es PPP. 是 E" 中 的 一 个 Caschy 序 列 ， 其 
PP.= 《1 和 wt" ”9 Tm 3 et 2 于 是 对 于 任意 的 
e>0， 存在 po， 使 Fp nr 时 ， 有 

4 Ea ™ — TT, "2 } ce C*Y 
成 立 ， 共 而 

多 和 一 下 | € 
四 成 立 ， 这 说 明 对 每 个 而 言 ， { xi!l’, XR se 
i 是 一 个 实数 的 Caucky 序 列 ， 根 据 实数 的 完备 性 ， 序 列 、 
{xa' ”上 存在 裤 限 ， 设 ss 为 xsco0 的 极限 。 令 PH = 4 
和 1 ， 我 们 现在 证 明 { 请, 上 收 证 于 
pe 

案 际 上 由 式 (*) 可 以 推出 对 于 任意 自然 数 # 下 式 成 立 

{ xz 一 区 0 } < 
当 m 一 一 09 时 ， 得 到 
1 a —x 7 } ce 
{ 三 zx) } Te 
#m 1 
这 就 证 明了 PP. 一 PP"。 
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例 台 。 Baire 空 间 是 完备 的 。 
设 P1， Ps Te 空间 中 鸭 Cowchy 序 网， 


其 中 ,= (x 人 (71， ns 9 下 (1, ner ) ,于 是 尾 意 给 定 e> 90， 
(无 航 考虑 e = 去) 存在 ne， 当 m 凡 2>ns 时 ， 有 


mB Ps 


撞 个 说 法 就 是 ， 对 任意 月 然 数 天 。 存在 fas 伍 当 #1 之 fo 
册 ， 


和 
对 一 切 f 寺 玉成 并 。 
因此 对 每 个 自 灼 数 相 和 i 言 ， 实数 序列 zi， £4, 


除了 有 限 项 而 外 时 常数 序列 , 设 它 的 极限 是 zx 


于 是 显然 地 有 已 .Ps ， 其 耻 己 * = CE 和 Xo 
人 钢 7 人 饮 1 中 的 度量 空间 是 完备 空间 。 

实际 上 ， 洛 忆 了 Po 序列 ， 其 中 
P.= (rns 7 则 下 列 两 种 情况 之 一 必 成 立 。 


ii ay a np 是 实数 的 Caacay 序 列 , 而且 从 基 
项 mo 开始 但 有 6 = 人 yi 二 

fir, 2 $ Tp 是 实数 的 Covehy 序 列 , 而 且 y， 
0 


由 此 可 以 确定 出 { 卫 ,} 的 收敛 点 ,从 逢 证 明了 空间 的 完备 
和 性。 详细 证 明 建 议 读者 补 出 。 
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下 边 的 定理 说 明 尾 意 度量 空间 天 都 可 以 作为 茶 一 完备 度量 
窑 间 的 稠密 于 空间 。 证 器 思想 则 来 源 于 把 有 理 数 完备 化 夺 得 到 
实数 的 过 程 ， 

定 建 5.5 没 (X，Q} 是 一 度 喇 空间 ， 则 存在 完备 度 资 空间 
(X#*，@*) ,使 得 X 与 X* 的 某 一 稠密 子 空间 X 是 等 距 同 构 的 。 并 
且 空 间 受 * 在 等 路 同 构 意义 下 是 唯一 的 。 

扬 谓 两 个 度量 空间 (Xl，e1) 与 (ZX,，62) 等 距 同 物 , 是 指 
行 在 着 1 一 1 对 应 hh 六 ,一 站 ,上 上， 使 得 e112，x1)=8s (h(x) ， 
有 (zx!))。 显 然 ， 等 距 同 物 是 度量 空间 类 的 一 个 等 价 关系 。 

定理 的 证 明 可 以 分 成 以 下 几 步 进行 ; 

(--) 首先 , 定义 集合 X*， 

(二 ) 在 Te# 上 定义 二 元 函数 o*， 并 说 明 这 种 定义 是 合理 
的 3 

‘二 )》 说 用 e* 是 了 X* 上 的 度量 

《四 》 在 ZX* 中 确定 出 一 个 与 卫 等 中 E 同 构 的 稠密 子 空 间 y 

《五 再 说 明 ( 了 #，6#) 是 完备 度量 空间 ! 

《六 ) 最 后 ,证 明 (X*,@*) 在 等 距 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 

下 面 详细 地 投 述 一 下 证 明 的 内 容 。 


《一 ) 定 尽 到 #*。 
首先 ， 令 了 表示 芯 中 一 切 Ceuchy 序 列 组 成 的 集合 ， 那 么 ， 
当 F = ny ) 厦 y= Cy Yd ) 为 了 中 任 


意 二 元 素 时 ， 实 数 序列 B21， 1)， e223y yj 1 OXRs 
7 下 是 一 个 收 敦 序列 ， 我 们 将 宇 的 极限 记 作 6 (7， 拉 。 

为 了 说 明 它 是 收银 序 列 ， 只 须 说 明 这 个 实数 序 列 是 一 个 
Cauichy 序 列 就 可 以 了 。 实 际 上 ， 熏 三 角形 不 等 式 即 得 

和 (YE Vo)EOCTa Fn) TO Va) OYns Ym) 

+ 174°* 


将 式 中 的 m，# 对 调 一 下 ， 叉 有 

OlTry YEOTr Cn) OTe Va) + OC(Yny Vn) 

由 这 两 个 不 等 式 就 得 到 

上 (人 my Yn) OFny Ya OFms Fa) t+oO(Yns yn) 
因为 #1， 和 和 Coucy 序 列 ， 
那么 从 上 述 不 等 式 就 能 看 出 @CY YOR Yn) yer 
是 Cauchy 序 列 。 

畦 知 当 了 由 两 个 元 案 x 与 #8 满足 G(x ,y) =0 时 ,我 们 就 说 * 与 3 
是 等 价 的 , 记 作 x~y。 显 然 ~~ 是 Y 上 的 等 价 关系 ,我 们 把 与 * 等 价 
的 元 素 组 成 的 等 价 类 记 作 zx, 而 所 有 等 价 类 组 成 的 集合 记 作 XX*。 

我 们 不 难 证 阴 (了 ，e) 是 伪 度 量 空间 ， 实 际 上 ,前 两 条 
是 中 然 的 ， 只 须 验 证 三 角形 不 等 式 ， 设 *，y, 2EY, 而 4% = 
(FL, 和 a 二 

因为 

lzn, Zr) EOFs, HW) Te(ys za) 

将 上 式 珊 端 取 极 限 ， 即 得 

Or, 2 EGE y) +o(Yy, 2) 

《二 ) 定义 且 * 上 的 二 元 函数 @* 

我 们 接 下 式 定义 X* 上 的 二 元 函数 @*; 

Qs, YF) Ct y) 
其 中 zx，y 是 “3 的 代表 元 素 。 为 了 说 明定 义 是 合理 的 ， 只 须 
说 明定 义 不 依 赖 于 *、? 中 代表 元 素 z、y 的 取 法 ， 即 对 了 67 
zf) ER 3 ， 3 六 重 有 
| o{z' 2, 0 =x), y'2)) 

实际 上 ， 报 据 民 ，6) 上 的 三 角形 不 等 式 

”79。 


etx'!), yo(r'1’, Tao(lr':!, yi} + 
oly':’, y'!) 

因为 eltx'!!， ri =O0=olyv'!'}, 各) 

故 8(Z 238(Y 2 y' ?i) 

同 理 e{z yor! 3 

从 而 lz!'1)， y= os, y's1) 

《三 ) 8 "是 兴 "上 的 度量 

下 列 观 条 性 质 : 

(1) os(2 Y= 0<-> 2=Y 

(2) pW, y)=0°(y, TI)>0 

都 是 显然 的 ， 这 里 只 结 出 三 角形 不 等 式 的 证 明 。 

设 人， ，Z EX， 又 z，y。 z 分 别 是 z。， 2， > 的 
代表 元 案 ， 由 于 (了 ，0) 是 伪 度 量 室 间 ， 鼓 

Oo*(T, 2)Cors, y+ oy, 2) 


从 而 os(Y， 2)<orCT, y+o" y, 2) 

(四 》 X 与 Xe 的 稠密 子 空间 蕊 等 距 同 构 

对 于 ?EX, 常 列 (5，F，… 5， 显然 属于 Y ,相应 的 
等 价 类 记 作 z， 于 是 7EX*。 定义 映射 n， 有 (xz) = z。 不 难 君 
出 4 是 与 六 = { > xX} 之 间 的 1 一 1 对 上 应、 而 且 h 还 是 下 到 
区 二 的 保 距 映射 ,说 明天 与 蕊 等 距 同 构 。 

另外 ， 设 2 EX*"，#= (1 52 …) 为 2 的 代表 ， 由 于 
$+ 是 Cauchy 序 列 ， 套 村 每 一 个 > 0， 存在 入 ,使 当 n 之 访 时 ， 避 


(zws5s) <e, 于 是 由 zy 决定 的 Z* 的 点 zn = io) 满足 8 (Ty 2) 
种 176 站 


<e， 说 明 在 X* 中 向 密 。 

(五 》 (XX*，p*》 是 完备 空间 。 

设 6， zy 2 090 是 下 由 的 Cauchy 序列 ， 
隐 站 .是 2 = 的 代表 ,而 z00 = 人 3 因为 玉 在 


X* 中 和 轴 密 ， 故 对 2' "EX%， 可 取 y,EX， 使 得 o* 人 Co yy) 
忆 一 ,容易 证 明 1， ye 也 是 XX* 中 的 Cawchy 序 列 ,又 由 


于 YEX, 而 g(r ym=Q(ys，yn)， 故 {yy,} 是 于 中 的 
Cowehy 序 列 ， 从 而 y= (81 Yn "EY, 我 们 还 可 以 看 到 


一 y ,这 是 因为 对 于 e>0, 存 在 NN, 使 4,h2>N 时 ,@(y ,ys 
上 me J 

Ee， 当 krco 时 ， 有 eB"(y,，Y) 式 Ey =p(8,， 9) 又 因为 0*( 
2 ) 必 站 ,所 以 ，0*( ("<<e+ 1 ,着 取 充 分 大 , 则 有 


py》 分 一 2e。 说 明 XX* 中 的 Caowchy 序 列 公 (1 c 。， 
和 政策 于 点 5， 故 (X#，04*) 是 完备 的 。 

《六 ) (XY，63) 是 满 是 条 件 的 唯一 完备 度量 空间 。 

这 也 就 是 要 证 明 ， 设 (Ze*，d#)} 是 一 完备 度量 空间 , 而 且 其 
中 有 一 个 与 玉 等 距 同 构 的 稠密 子 空间 F， 那 么 Zu 便 与 Y* 是 等 距 
同 构 的 。 

宁 际 上 。 因 久 与 了 都 与 等 距 同 构 ， 故 在 多 与 了 之 间 就 存在 
一 个 1 一 1 的 等 距 映 射 f， 天 > 了， 对 于 X* ~ 郊 中 任意 一 点 已, 由 
于 下 是 X* 的 称 密 子 空间 , 故 可 在 了 中 选 一 个 收 但 于 P 的 序列 PP，， 
人 ,=f(P)， 那么 { 日 , } 便 是 ?中 的 Canchy 
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序列 ， 由 寺 区 是 完备 的 ， 改 4 日。} 政和 化 于 y*# 中 一 点 Q， 定 义 / 
(P) = 日 ,这 样 便 是 X* 到 了 Y* 的 映 副 。 我 们 再 指出 f 是 映 X* 到 了 * 
之 上 的 。 这 是 由 于 7* 中 任意 一 点 Q， 都 存在 了 中 序列 { QQ。} 
使 QQ， 令 P,= 了 "1(Q,), 则 { 了,} 便 是 芯 中 的 Couchy 序 
列 ， 设 P,P 于 是 便 有 f(P) =QQ， 故 f 是 映 X* 到 7* 上 的 映射 。 
另外 f 还 是 Xs 与 7# 之 间 的 保 距 映射 ,实际 上 , 设 P。>P，P,' 一 
P', 那么 由 不 等 式 

lo*CP, PY-os*tP,, Pi SERor(P,P) +orP', PP. ) 

不 难看 出 

oP, Py)=timoW(P,, Po)= lima* (fCP.), FP)) 


= a*(Q, QM) = dP), ftP)) 


从 而 f 是 X* 与 7* 辣 的 1 一 1 保 距 映 射 ， 即 X* 与 7* 等 距 局 
禄 。 


下 边 给 出 几 个 判断 度量 空间 的 完备 性 的 定理 。 


定理 5.6 Contor) ”一 个 度量 空间 是 完备 的 当 上 号 仅 当 对 
于 XX 中 任意 一 个 下 降 的 非 空 闭 集 列 F 1 导 F 二-… 一 下 ,2 
荐 GF .)—0, 出 


站 开关 


其 中 56) =sup{ eels，v) 3 叫 向 五 ,的 直 
径 。 

证 明 先 证 明 必 要 性 。 

设 甩 是 完 省 度量 空间 ， 多 设 下 降 的 非 室 闭 集 询 F 守卫 , 滨 
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-0 在 每 个 下 a 中 到 一 点 <,， 那 么 
{ z。 上 便 是 开 中 的 一 个 Cawehy 序 列 设 它 收 伸 于 so， 因为 m># 
Hx EF A ,s 县 天 ， 飞 是 二 集 ， 瞩 zo 筷 人 这样 城 证 明 i 


人民 和 
其 次 证 明 充 分 性 。 
用 友 证 法 。 设 12。} 是 了 中 不 向 任何 点 收 敏 的 Couchy 序 


列 ， 于 是 的 ， } 在 蕊 中 无 豪 点 ， 令 PF.= {r,s kn}, 户 , 便 
是 闭 集 ， 且 满足 下 1 二 让; 二 … 导 扩 这 CP ,)-> 0 《由 于 


{ z。 上 是 Couchy 序 列 )， 但 们 ,= 中 


[证 完 ] 

推论 ” 设 (X,e) 是 任意 一 个 度量 空间 , 压 一 开 , 而 且 (M ,6 
是 完备 的 ， 那 么 村 必 是 X 中 的 闭 集 。 

定理 5.7 度量 空间 (X，e) 是 完备 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 
的 闭 集 族 .如 ， 如 果 w 中 任意 有 限 个 元 的 交 非 空 ， 而 且 对 每 一 个 
<e 盖 申 ， 存 和 证 4E .使 得 54)<e， 则 有 4 AE.P 1} 天 中。 

证 明 充分 件 由 前 定理 立即 推出 ， 我 们 证 明 必 要 性 。 


首先 ， 对 每 一 个 由 取 4,E.7, 合 (4,)< 上 ， 售 FF， = 从 


A4， 由 上 而 定理 5,6 知 道 | 局 ,天 是 ,并 且 介 下 ,只 能 是 单 点 集 ， 


设 为 { zs }， 那 么 对 每 一 个 4E oz， 都 有 ze E 4 (因为 将 则 的 
话 ， 落 Yu 蕊 所 , 由 4 是 闭 集 ， 知 czo， 妇 4) 汪 0， 取 充分 大 的 n， 
则 有 d(z。，4)> 记 ， 而 zoE A.，6(4,)< 了 放 AN 4,=% 这 


与 条 件 闵 盾 )。 说 明 ,wx 的 交 非 室 。 
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【证 完 ? 

定理 5.8 完备 度量 定 间 ( 革 ，0) 的 子 空间 〈Y，6)》 完备 的 
充 要 条 件 是 了 是 台中 的 闭 集 。 

请 读者 自己 证 明 。 

定义 3 度 赎 空间 是 自 密 的 《sef -dense) 是 指 它 没有 了 弧 
立 上 真人 有 叫 孤 立 点 ， 乃 指 {1Y 了 是 开 集 》， 世 即 XC 充 ' 

对 于 完备 自 密 度量 空间 (XX，0) 来 说 ,下 而 定理 是 重要 的 。 

定理 5.9 车 ( 式 ，e) 是 完备 自 密度 量 空间 ， 则 | 了 ec( 连 
续 势 ) 。 

证 明 在 了 中 任 取 二 点 ， 必 存在 分 别 包含 这 两 点 的 、 互 不 
相交 的 闭 邻 域 丰 ,和 下,。 不 妨 设 让 ,= 品 ， (f=1，2)， 其 中 如， 
是 开 集 ， 且 (让 之 1 。 

由 于 是 自 密 的 完备 度量 空间 ， 变 在 每 个 开 集 上 ,中 ,可 以 
再 取出 两 个 非 空 的 开 集 DU ;1，U 411, 使 之 合 于 条 件 ， 


Ui NN DU,, 二 中 。 
令 亚 = 了 订 ， (i 了 = 1,2) 
且 8CFD< (人 j=1, 2) 


一 般 来 说 ， 设 对 自然 数 4<A% 部 已 作出 了 非 空 开 集 
Dr 


合 于 下 列 条 件 
让 当心 g 时 


区 1 


i 人 舍 PFiris 14= Urrys ,ei 


OC Lis ik < 二 
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ij 入》 当 丰 之 n 时 
Fi ta"'" tit] NF yicarreiiy 二 由。 


那么 六 可 以 开 集 门 PF 站 以 s 册 再 取出 两 个 非 空 章 开 集 ， 
如 此 继续 下 去 。 


根据 Cantor 定 理 ,对 每 一 个 由 1、2 组 成 的 无 限 序列 站 ,i ， 
si 确定 了 XX 中 的 一 个 点 ， 即 几 玉 ,1 .1。( 是 个 单 点 
集 ) 。 由 i) 可 知 这 个 对 应 是 (到 广 的 某 个 子 集 Y 了 上) 的 1 一 1 对 应 ， 
因此 [=e。 > 
[证 完 ] 
下 面 的 定理 称 做 完备 度量 空间 的 Baire 定 理 , 它 是 一 个 非 党 
重要 而 且 十 分 有 用 的 定理 。 


定理 5.10 设 了 .，%= 1,2,…… 是 完备 度量 空间 的 开 秋 密 
子 集 ， 则 由 避 . 在 X 中 再 客 。 


证 明 只 须 证 明 X 的 每 个 非 空 开 集 G 中 含有 集中 可 ,的 点 就 


行 了 ， 因 为 0 是 了 的 笛 密 的 开 集 ， 因 此 台中 便 有 一 个 非 空 开 集 
广 :， 合 于 = 1 时 的 下 列 条 件 ; 

iD 5 < i 

ii) ,CU NF, 《其 中 =G》 

又 因为 U0, 是 X 的 稠密 的 开 华 , 因 时 便 存在 非 定 开 集 ,， 使 
之 满足 x = 2 时 的 条 件 i)，ii)。 这 样 用 数学 归纳 法 便 得 到 了 一 个 
非 室 的 开 集 序列 


VO 一 太一 … 一 太一 … 


其 中 每 个 广 , 痢 满足 相应 条 件 i,ii)。 在 每 个 ,中 和 任意 取 一 
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个 点 8%,， 那 双 由 委 件 从 可 向 


is 和 "yy Ti 
是 一 个 Cauchy 序 列 ， 因为 了 是 完备 宏 间 , 没 2 一 6， 那么 由 ii) 
即 知 

seE(NUING 
[证 完 3 

定义 4 设立 是 拓 扩 空间 ， 玉 是 一 闭 集 ， 当 着 了 没有 内 成 
《 即 五 "= 时 ,我 们 便 说 已 是 无 处 观察 的 。 一 般 地 说 ， 设 4 是 下 
的 子 集 ， 所 谓 4 无 处 铀 窗 ， 就 是 指 所 无 处 秽 密 , 即 (A4)" = 中 。 

显然 ， 玉 是 拓扑 空间 站 的 闭 仙 时 ， 卫 无 处 稠密 当 且 仅 当 芒 
“是 到 灯 秽 密 。 ~ 

在 这 里 五 是 闭 集 这 一 条 件 是 不 能 去 掉 的 ， 例 如 直线 上 有 理 
点 与 无 理 点 都 是 筒 密 的 ， 但 并 非 无 处 稠密 。 

定义 5 设 筷 是 麻 量 空间 ，J4c 和 。 如 果 4 能 分 解 成 为 可 
数 多 个 无 处 稠密 集 之 并 ， 财 称 4 是 第 一 纲 混 ， 否则 称 44 是 第 二 
纲 集 。 


由 定理 5,10 可 知 下 列 定理 成 并 。 
定理 5.11T 完备 度量 空间 站 一 定 是 第 二 纲 的 。 


证 明 用 反 证 法 。 设 和 = UF,， 其 中 每 一 中, 均 是 无 处 再 


密 的 ， 那 么 无 妨 假设 每 一 下 ,都 是 闭 入 。 取 D0, =X 下.， 则 UD， 
便 是 开 的 宙 密 子 集 ， 由 定理 5.10 便 知人 DU, 尖 中 这 与 下 式 巴 


Dv = HCTF,)= -UF,= 
二 和 时 六 咏 ! 


【证 帝 了 
83 紧 度 量 空间 

我 们 从 下 列 定理 开始 。 

定理 5.12 设 〔〈 其 ，5) 是 一 紧 诬 旦 空 间 ( 即 8 诱 导出 紧 拓 


扑 ) ， 则 对 任 次 给 定 的 数 e>>0， 空 间 X 痢 存在 着 有 限 个 点 x1， 
…，2z， 使 得 当 zE 王 时，z 便 与 某 信 zw) 的 瑟 离 小 于 e。 


征明 令 S(lx;8e) 是 以 x 为 中 心 ,E 为 半径 的 开 球 ,于 是 开 覆 盖 
{SCtse) + rEXC} 应 有 有 限 字 履 间 {SCzi18e) :1 j=1， 2 
nn}， 显 然 51，…，#w, 即 为 所 求 。 

[证 完 ] 

此 定理 也 可 以 用 反 证 法 证 本 如 下 ， 

设 对 于 某 个 e>0 定 理 结论 不 真 ， 先 任 取 一 点 21， 于 是 
就 存在 zs 亡 北 ， 使 得 o(21， 人 ) 访 5。 当 人 7? 选 定 后 父 能 选 出 
zy 饭 苹 ， 使 得 

OZi, si)e i jE3, 1 

成 立 。 一 般 说 来 ， 如 果 对 者 个 自然 数 r 已 选 定 了 21，…，? ,使 

得 当 ?，j<nr，1#7 时 上 述 距 离 不 等 式 成 立 ， 那 么 区 能 选 和 url 

使 得 当 i,j 所 n+ 1\i 关 1 时 仍 有 上 述 关 系 ， 这 样 , 集邮 = {和 ,: 

=1，2，… } 便 是 苹 中 的 闭 案 (因为 其 中 任意 二 点 下 离 大 于 一 

个 定数 ， 因 此 于 在 苹 中 沅 聚 点 ) 。 因 为 区 是 紧 的 ， 从 而 闭 子 空 

生 M 记 是 紧 的 ， 但 是 可是 势 为 无 限 的 散 空间 ， 这 是 巴 居 。 
[证 完 ] 

推论 ” 紧 度 量 室 间 ( 芝 ，@) 一 定 是 可 分 的 《 即 世 中 存在 一 
个 可 数 稠密 闻 集 ) 。 
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淡 者 自己 证 明 。 

可 分 度量 空间 {了 ，0) 一 定 具有 可 数 和 法， 这 是 因为 .4= 1 zx， 
11= 1，2， 上 } 症 一 个 可 数 币 涂 子 集 时 ， 那 么 开 奈 谍 (7 ,3 
过) + n，m 为 自然 数 } 便 是 可 数 基底 。 实 际 上 ， 当 a EX 而 且 > 


E [是 开 集 时 ,将 有 某 个 S (= 了)CD, 由 4 的 稠密 性 ,S (2 
这 -) 中 含有 /A 中 的 某 点 x,，、 从 而 


CESCR,y 1) Co 1) CU 
2 pt 

上 述 的 讨论 证 了 明了: 紧 度 量 空 间 满 足 第 二 可 数 公 理 。 

我 们 曾 于 第 四 童 中 介绍 了 可 数 紧 的 概念 ， 不 难 证 明 可 数 紧 
空间 的 闭 子 集 是 可 数 紧 I 的。 特别 对 可 数 紧 的 度量 空间 有 下 曾 的 
结果 。 

定理 5.18 设 (X，e) 是 可 数 紧 度 量 空间 ， 那 么 对 于 任 
意 给 定 的 数 e 半 90， 空间 中 都 存在 着 有 限 个 点 #1 ,23… 2 
使 得 中 任意 点 2 都 与 某 一 个 ftm 坟 9 距离 小 于 e。 

定理 证 明 留 给 读者 。 

推论 ”可 数 紧 度量 空间 一 定 满 足 第 二 可 数 公 理 。 

. 注 足 第 二 可 数 公理 的 空间 一 定 是 Lindel8f 空间 ， 而 可 数 
紧 的 Lindel167 室 间 又 必 是 紧 的 ， 于 是 有 结论 ， 

可 数 暴 的 庭 和 量 空间 一 定 是 紧 的 。 

换言之 ， 对 于 度量 空间 而 言 ， 紧 性 与 可 数 紧 性 以 及 序列 式 
紧 考 是 等 价 的 。 但 是 对 非 度 量 空间 这 一 结论 未 必 成 立 ( 参 四 第 
四 章 ) 。 

我 们 于 本 节 开 始 曾 证 明 ， 人 尾 何 一 个 紧 度 量 空间 都 能 表 为 有 
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限 个 直径 小 于 ( 巴 先 给 定 的 正 数 )a 的 集 之 并 。 上 反 过 来 说 不 一 
定 成 立 ， 例 如 实数 直线 上 任何 开 区 河 都 不 是 肾 的 ， 但 才能 表 为 
有 限 个 直径 小 于 的 集 之 并 。 凡 于 将 指出 对 于 完备 度量 空 间 而 
言 它 的 遂 是 成 立 和 的， 让 我 们 先 引 入 全 消 界 的 概念 。 

定 尽 6 度 最 空间 (了 XX，0) 是 金 有 界 的 (fotally bounded)， 
中 指 对 任意 的 e2>>0， 症 可 以 表示 为 有 限 个 直径 小 于 的 集 之 并 。 

全 有 天 的 自然 是 有 界 的 ， 但 反之 不 然 ， 例 如 Hiibert 空间 
上 "中 的 闭 单位 球 S， 其 中 点 Xi = (1 0 0 Xs= 
{0 1 OF seerre ye » X= CO, 0 rg OD 1 Og re )» 
《其 中 1 在 第 a 个 位 置 )，…* 对 于 任何 m 六 hn 恒 有 @(X ns xm 
= V2， 所 以 S 不 是 全 有 异 的 。 

下 面 提出 的 定理 揭示 了 度量 空间 紧 性 与 完备 性 之 间 的 关系 

定理 5.14 度量 空间 (x，@) 及 紧 的 当 和 且 仅 当 它 是 全 有 


界 的 而 且 是 完备 。 
证 明 瓜 须 证 明 条 件 的 充分 性 就 行 了 。 我 们 来 说 明 它 是 序 
列 式 紧 的 。 
Tl Xa 是 中 任 一 序 烈 , 因 疼 是 全 有 辕 的 ， 
所 以 存在 子 列 
和 9 


使 得 任 窜 二 点 x ( 昌 ，Xt9 间 的 距离 小 于 1 同 理 {x ， 上 中 
又 有 子 列 

TA Rs eg Rs ts 
使 得 任意 二 点 xz43，z 6) 间 的 距离 小 于 却 ! 如 此 继续 下 去 便 
得 一 系列 序列 《位 于 下 边 的 一 行 总 是 上 边 一 行 的 子 序列 》， 
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区 1 和 人， KClY ws (o Cx i, x 《1 

< (1 
Ta ee ye {oO x's, x'5)) 

1 

<3) 
x%'"), x s,s a 3 xX, i (Co C(x"!, x'")) 

:1 

< 
如 此 得 芭 的 子 序列 x 全 ?x 全? ，%'%1..… 便 是 


Cauchy 序 列 , 它 必 疝 完备 空间 为 的 茜 点 ¢* 收 化 ， 因 此 XX 是 序列 式 
竖 询 ， 从 而 出 就 是 紧 的 。 
[证 完 ] 
下 过 对 紧 度 量 空间 引进 拓扑 学 中 非常 有 用 的 Lebesgue 数 
概念 。 

”定理 5.15 人 设 (x，9》 是 紧 度量 空间 ; 而 {Ge: a€EA1 
是 X 的 开 覆 盖 ， 则 必 存 在 一 个 正 数 142>0 《依赖 于 该 覆盖 ) 使 得 
对 于 任意 一 点 xEX， 其 开 球 SCx; 为 整个 包含 于 某 个 G。 之 
中 。4 思 做 了 关于 此 覆盖 的 Lebesgue 数 。 

证 明 ”用 反 证 法 。 假设 结论 不 成 立 ， 那 么 对 子 每 一 个 自然 
数 ， 者 存在 着 开 球 SCxs 过) ， 它 不 能 整个 地 包含 在 任何 一 个 
GG. 之 中 。 因 为 了 是 紧 的 ， 必 有 {x ,上 的 子 序列 xx 上 收效 于 室 间 
下 的 菜 点 4， 了 到 G .， 使 xEG。， 寺 是 就 有 一 个 开 球 S$(x a》 满 


是 
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Sry ac. 
因 x 收 雍 于 x， 所 以 存在 KK。，， 合 i 大 :时 


XiEot X30) 
取 游 足 二 < 了 0 和 K 之 Ks 的 k， 则 育 


SX TSDCG, 
旺 


这 号 xu 的 取 法 也 盾 。 
[证 究 


$4 映 币 


这 一 池 要 讨论 的 是 从 度量 空间 到 度量 空间 了 的 连续 瞻 
射 ， 首 先 看 一 个 特殊 情形 ，XX 是 紧 度 量 空间 ，Y 是 通常 的 实数 
空间 ， 只 须 注意 到 紧 空间 的 连续 象 是 紧 的 ， 而 实数 空间 的 紧 子 
集 是 有 界 闭 集 ， 明 显 可 得 

定理 5,16 设 f 是 从 紧 度 重 空间 到 实数 空间 已 的 连续 映 
射 ， 则 /在 X 上 必 能 取 到 最 大 (最 小 ) 值 。 

下 边 给 出 度量 空间 上 映射 的 一 致 连续 概念 。 

定义 7 设 (X，@1)，( 了 ，6,) 是 度量 空间 ，/ :+ 久 > 了 是 
映射 ， 所 谓 / 是 一 致 连续 的 ,是 指 ， 对 每 一 个 e>0， 存 在 S>0， 
对 羡 中 任意 点 X11 ， 基 BO1《X1 xc<G, 则 有 osffxiyyrza) 
)<e 。 

定理 5,17 设 (X，el) 是 紧 度 量 空间 ，(Y，6:) 是 度量 空 
闻 ， 了 又 / :> 了 是 连续 映射 ， 那 么 f 必 是 一 致 连续 的 。 

证 明 ” 册 反 证 法 。 设 定理 结论 不 上 成立， 于 是 存 在 su>>0， 
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合 对 每 个 自然 数 fp， 都 存在 点 二 、x 0 满足 gx 4， 
x < 二 ， 曾 
iT fx eo 
轩 X 是 紧 的 ， 疏 存在 x。E 芭 太子 序列 { x 全! 收敛 于 xz， 
一 人。 又 因为 ex xD< 一 :因此 必 有 {x 忆 ;上 收 伍 
于 xo。 令 yo= 了 (xo)。 因 /是 连续 的 ， 
雹 x) 收 唐 于 yo0，fCx 5 人) 收 伍 于 yw 
这 样 就 存在 Ko， 当 上 > 及 ,时 
ptf (x's), 了 ODS 
这 是 子 盾 ， 内 而 定理 成 立 。 
[证 完 】 
其 次 ， 我 们 研究 一 个 映射 的 扩张 问题 。 
定理 5.18 设 (下,，81) 蚌 度量 空间 ，(Y， &s) 是 完备 
庶 侄 空间， 车 观 射 /4 : -> 了 是 一 致 连续 的 ,其 中 4 是 (区 ，@1 
~ ~ ) 
某 个 稠密 子 空间 ， 则 存在 一 致 连续 映射 /，X-* 了 满足 条 件 / 的 
= 
证 明 设 z, EX， 因 为 4 在 X 中 筒 密 ,所 以 存在 4 中 的 点 列 
4 可。 } 以 xo 为 极限 。 { 全 是 Cauechy 列 ， 由 了 前 一 致 连 和 禁 性 哩 
证 了 1{ fa,) 于 是 了 7 中 的 Cauchy 列 。 而 了 是 完备 的 ， 放 了 f(a 
} 收 仑 于 了 中 唯一 的 一 点 ， 设 为 #。。 
我 们 定义 了 (xo) = yo。 要 说 明定 义 是 合理 的 ， 只 据 指 出 ， 
老 { a 上} 也 是 4 由 的 点 列 ， 以 xs 为 极限 ， 则 {f(a,) } 也 收 航 


”后 8 


a -mm 一 一 -- 


于 y,。 实 际 上 ， 我 们 由 { 6。} 与 {64} 可 构造 一 个 新 的 点 列 


* 和 
His "dls re ny oy [ 


它 也 收 化 于 xo， 世 是 Cawehy 列 ， 由 上 比 推 得 序列 
Flea for), Fam, ee 

是 了 中 的 Cauchy 列 ， 由 于 此 时 yo 是 序列 的 襄 点 ， 从 而 必 是 序列 

的 极限 ， 故 yo 是 fa',》} 的 极限 。 


如 上 定义 的 六 了 一 了 显然 满足 条 件 7 = 了， 为 了 证 明 六 
的 一 致 连续 人性， 只 须 注意 一 个 重 蛮 的 率 实 ; 
医 s，6 是 任意 给 定 的 两 个 正 数 ， 那 么 关于 点 *, EX， 总 有 


寺中 的 点 a， 舍得 
d.tx0; #4)< 和 Gs f(x0), 《47 <e 


同时 成 立 。 


利用 这 一 素 实 ， 推 证 广 X_> 了 一致 连 续 ， 虽 然 比 较 繁 琐 ， 
但 并 不 国难。 事实 上 ， 设 是 任意 给 定 的 ， 由 于 上: 4 一 7 一 致 连 
续 ， 所 以 存在 80 合 于 条 件 ， 

对 4 中 任意 二 点 gl，ay ,车 ofai，or)c6， 则 py (f(a 


1(aD))< 生 , 令 5= 全 ,那么 当 x， xi; EE 生 且 oi (XI ya) < 时 ， 
我 们 可 以 先 取 4 中 的 点 a1 与 4; 使 得 


Qi(x1s G1 和 o,f (x1), f(eD)< 开 


9ifza ba)< 9 和 es( 了 (zs fla)) yg 


同时 成 立 。 于 是 QikgIy 全 人 18 XI1) OL (Xs Xa) 十 
(Xs) dO do 
* 1 . 


所 以 。 es(F(eD， fe) < 


准 由 os OC), Fr) or (f(r), f(a)) + or (f(a)s 


1(as)) tos (f tas, fy; ))<e 说 明 f 定 一 至 连续 的 。 
[证 完 】 

最 后 ， 讨 论 上 映射 序列 的 一 致 收 化 问题 。 

定义 8 设 《XX，Q1)，( 了 ，6:) 都 是 度量 空间 ，f 以 及 f， 
Cn 是 自然 数 ) 都 是 天 到 了 的 映射 ， 我 们 说 映射 序列 方 ， 疡 Po， 
六 ，……… 一 致 收 全 于 F， 是 指 对 每 一 个 e>>0， 都 存在 如 ， 使 4 
NN 时 ， 

Cf ry， 了 FX) < 之 Ee 对 一 切 x 亡 六 都 成 立 。 

下 面 的 定理 是 数学 分 析 中 相应 定理 的 推广 。 

定理 5.19 符号 意义 邮 上 ， 如 曲 每 个 矿 部 是 连 针 映射 ， 而 
且 二 f+ 一 致 收 合 于 f， 那 么 1 也 是 连续 的 。 

证 明 与 数学 分 析 中 相应 定理 的 证 明 是 类 似 的 ， 留 给 读者 作 
为 练习 。 


$5 度量 化 问题 


拓扑 空间 吓人 向 可 焉 离 化 的 (meftrizabfe) 或 可 度 尿 化 拘 ， 是 
指 它 的 拓扑 结构 能 由 某 一 度量 诱导 出 来 。 这 里 再 强调 一 下 ， 
量 空 间 的 自然 拓扑 是 被 讼 量 唯一 确定 了 的 ， 但 是 一 个 可 度 虽 化 

的 拓扑 空间 却 可 由 不 同 的 度量 诱导 出 它 的 拓扑。 

本 节 将 讨论 拓扑 空间 可 以 度量 化 的 内 许 条 件 坷 题 ， 这 这 入 
度量 化 (metrizafiom 问 题 的 内 容 。 度 量化 而 题 是 拓扑 空间 理论 
竟 中 心 和 灵 更 。 从 拓 扩 空间 理论 创立 至 邻 , 几 十 年 来 一 总 吸引 

ah， 


着 许多 齐 越 的 拭 扑 学 家 在 这 一 课题 中 工作 着 ， 直 到 1950~~1951 
年 才 算得 到 了 解雇， 苏联 的 USmirnor 与 日 本 的 JJ。 丰 agofa 两 
位 青年 数学 家 独立 得 到 了 著名 的 Waeate- Smirnov 度量 化 定理 
同时 ， 深 国 的 R。 订 。Bing 也 得 到 了 Bing 定 理 ， 这 些 定理 都 是 
在 前 入 成 就 基础 上 自然 地 得 到 的 ， 首 先 法 国 J]。Dieudorme 充 分 
注意 到 分 析 及 拓 孙 的 局 部 性 质 ， 从 而 吉 出 了 更 为 细致 的 仿 紧 
CParacompact)》 概 念 《1944) ,接着 美国 4。 吾 。sfonce 了 1948 
年 证 明了 笑 量 空间 是 仿 紧 的 ， 这 些 工作 与 Urysoha 购 思想 结 
合 起 来 使 得 度量 化 问题 移 解 决 成 为 非常 自然 的 了 。50 年 代 之 
后 ， 人 们 对 度量 化 问题 的 研究 仍 在 热烈 进行 着 ， 义 得 到 了 许多 
度量 化 定理 ， 成 孙 是 非常 丰富 的 。 顺 便 提 一 下 ，Sfone 的 工作 
还 为 现代 维度 论 的 研究 开 嫉 了 新 道路 ， 人 们 首先 是 在 可 分 度量 
空间 的 维度 论 方面 取得 了 系统 的 结果 ， 直 到 50 年 代 才 将 这 些 结 
信 推 广 到 一 般 , 汐 度量 空间 中 去 ， 从 而 取得 罕 破 竹 的 进展 ， 这 是 
捷 殉 的 atetou 与 日本 的 时 orita 各 入 独立 完成 的 工作 。 从 此 
现代 维度 论 使 庶 运 而 任 ，Stione 的 定理 对 于 更 代 维 度 论 的 建立 
起 着 关键 的 作用 。 闪 eeafe 页 《现代 维度 沦 》 一 书 中 指出 “4 
入 Stone 定 讲 不 仅 对 现代 维度 论 ,而 且 对 整个 拓 提 空间 理论 的 
新 发 展 剖 其 有 划时代 的 窜 关 ，” 这 种 说 法 并 不 过 分 。 

首先 提出 一 个 很 有 用 的 定理 ，。 

定理 5.20 设 〈X，. 关 ) 是 扬 扑 室 间 ， 如 果 存 在 合 于 下 列 
条 件 的 可 数 个 盆 度 量 p= {6,: 1I，2，… 

《1)》 当 x6 国 定 了 时 ， 每 一 个 @, (xo，x) 都 是 定义 在 了 上、 有 取 
值 在 关中 的 连续 映射 

《2) 者 二 点 +，y， 使 得 每 个 6 ,都 有 8.(x，y) =0， 到 X= 
> 
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《3) 设 x。E 久 ，U 是 包含 +, 的 开 集 ， 那 么 存在 n 及 正 数 2 
0， 柄 S.Cxog 2)CU， 其 中 S.(xos 2e)= {XEX iO.(X0 *) 
<el}, 
那么 室 间 (于, 了 ) 就 是 可 度量 化 的 。 
证 明 首先 ,对 每 个 6. 定 义 开 球 (Me, 一 开 球 ) 族 1 和 3 .3 
4》 :xo 忆 及，9>0 上， 由 它 作 基底 生成 拓扑 多 。 那么 ， 因 为 
98。 党 连续 函数 ， 所 以 
aXorGl= {rt oroX)a}eEr 
因此 六 :二 了 ， 
其 次 ， 著 取 所 有 98. 一 开 球 族 
0 1X，0>0，1 是 自然 数 }。 
作 子 基 生 成 拓扑 .了 " ,那么 据 上 上 段 所 述 , 可 知 .了 * 己 了 .我们 米 
证 明 相 反 的 关系 .F 己 .9 ,为 此 只 须 证 明 当 x 生 六 ,再 是 zx 的 开 邻 
域 时 ， 存 在 开 球 S,(x*o9 o) 合 于 :yxESueyer DCU。 根据 条 
件 8) 这 是 成 立 的 。 
不 妨 设 wp 和 ex，y) :xX，yEKR} 代 1 (nm 是 自然数 )， 我 
们 要 证 明 如 下 的 二 元 函数 e . 


Cx 3 = 3 er 人 


是 下 上 的 度量 《这 是 亚 然 的 ) ， 和 侧 且 使 得 度量 空间 《下 ，6) 的 
拓扑 结构 .并 7 就 是 .并 4 和 人 二 ) 就 是 定理 前 证 了 也 就 完成 了 。 
下 边 给 出 证 朋 。 

i1》 设 Stxo ;0 是 一 ge 一 开 球 , 则 存在 B 志 ,多 *， 使 得 xoE BC 
Stxo: 了)。 其 中 二 "是 了 * 决 定 的 基诺。 

这 是 因 为 定义 el(x,y》) 的 级 数 是 一 致 收 语 级 数 ， 因此 存在 nn。 
使 得 合 于 条 件 

。 193 。 


工 n， (Tos x) < La 
Ten +1 2 


其 次 ， 取 BE€ 甸 "为 


B= 站 中 
mm 2 他 0 


于 是 yu 生 卫 ， 和 而且 对 8B 中 任意 一 点 + 都 有 
ozoy TX)L 全 《Th 
了 1 
因此 就 有 


p(xo, x)= z 2 (rw x)+ 到 Be x) 


< 2 +0 a 
这 说 明 XESCxoy0)。 苍 xoEBC Sra 2)。 
ii) 设 有 6, 一 开 球 S .CYo30)， 则 存在 6 一 开 球 Stxo3e) 合 


于 : 


TESroe CS (xoya), 


实际 上 ， 注 意 到 8 (x， 少 之 站 6r(x，)， 故 当 取 e = 0 

时 ， 便 有 
Xe 和 人 (YE (Xoia) 

iii》 设 UEA9*, 那 么 对 每 一 个 Xxo UU, 由 ii》 可 知 存在 BE 
甸 *, 使 得 XoEBCU, 并 且 又 存在 6 一 开 球 S$S(xo 9) 二 ,这 就 证 明 
TUES 从 FCI!， 昨 外 由 1) 可 知 .9 于 部 7 = 
= [证 完了 . 

若 一 个 空间 的 拓扑 结交 不 是 用 可 数 个 仿 度 量 导 出 ， 而 是 由 
基数 为 m 的 一 族人 坊 度 量 导 出 时 ， 和 区 做 m1~ 几乎 度量 空间 。 
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定义 日 ” 设 导 是 一 个 华 合 ， 已 = { po。 : 0 蕊 4} 是 一 族 由 了 
x 于 到 郧 由 的 函数 ， 即 o。: 天 xX 天 -> 玉 ， 而 旦 满足 下 列 条 件 : 
{1) 对 任意 的 xEXR， 对 任意 的 aE A，Bs(x， XxX)=0; 
C2》 对 任意 的 x,yE XY 对 任意 的 aE .dz 7y) =eof3p 
xX) 0} 
《3) 对 任意 的 *Y，y，z>E 天 ， 对 任意 的 cE 4， 
和 skXy ZEOX YO CY 二) 
Cd) 若 x,?y 满 足 : 对 每 一 个 ,E 46 人 xzy)=0 则 + = 3 
《5 车 cj，ai pw tn 全- 
OF, 人 二 EX 和 YY， 
>»)}}, Mocp, 
设 1 .41 = 加 《 此 处 ;x 可 以 是 有 恨 ， 也 可 以 是 无 限 基 数 )， 则 
《六 ， 卫 )，0 做 m 一 几乎 度量 空间 (mm 一 qajmost metric space》。 
发 于 Hi 一 几乎 度 晤 空间 ， 可 以 定义 一 系列 开 球 ， 将 它 们 作 
汶 子 基 诱 时 出 故 上 的 一 个 拓扑 。 在 这 个 拓扑 空间 中 ， 子 集合 嵌 


的 闭 包 满足 条 人 
MM = i rod(x, My=0}, 


由 条 件 (1) (2》(3》 可 知 0,Cxo，Xx) 审 以 x 了 为 自 变 量 的 
连续 函数 。 又 设 瑟 是 任意 闵 梨 ， 于 是 当 xuE 扎 时， 便 存在 eu 


于， 使 得 
OotXos F)>0 


”该 样 就 证 明了 了 是 73 志 空间 (根据 (4), 革 自然 是 Housdorff 
空间 》。 由 此 归结 出 

定时 $3.21 mr 一 几乎 度量 空间 是 Ts 去 空 间 。 

下 而 进一步 证 明 其 浇 室 理 。 

定理 5.22 每 个 74 计 空间 都 是 《对 于 某 个 基数 mm) 可 以 二 
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一 儿科 度量 化 的 后 补 空间 。 "-  - 

证 明 设 {站 ,六 ) 是 Ts 二 空间 ，4{ fot ae 三才 志 未定 
义 在 了 上 、 取 值 于 [0,19 的 一 切 联 系 函 数 关 和 001 的 拱 ， 
定义 gs。: 是 xx 匡 < 呈 如 下 

Qett, y= [F(X of ty) 

容易 证 明 己 = {6。: a A} 使 得 (XX，P) 成 为 m 一 几乎 度 
电 室 间 《〈 其 中 |.4| =m)。 例 如 条 件 (4) 可 以 这 样 证 验 、 汪 Xi 
关 3p 时 由 于 苹 是 78 计 室 间 ， 便 存在 连续 函数 f+ 症 一 [1 
合 于 条 件 f (x) = 0，f.(y) = i， 因此，@。(x，»)=1。 

设 mm 一 几乎 度 党 空间 ( 苇 ,P) 的 拓 盾 是 了 "以下 请 祈 
= 学 。 

i) 设 UE FF ，xo ED， 几 于 发 是 了 8 去 空间 ， 网 此 奉 杰 连 
续 消 数 。: 了 ->[0，11]， 使 之 全 于 条 件 

f(xo) =0, WxXEUN, felx}=1 
那么 ， 由 伪 度 景 o。 决定 的 开 球 (ze，1)C， 由 此 即 能 推出 
UEF'*, 故 了 C+ 

ii》 因 为 每 个 9, 均 由 连续 肖 数 f, 按 以 下 公式 构造 出 来 

Oalxs y= fxr)— fy) 
压 焦 合 SS, (x ;35) 为 
Sexore) = {x :Or Fe}= 
= {x fxr) fro) | < 
即 是. 了 中 元 素 ， 这 样 又 证 明了 了 二 六 。 
5 证 完 】 


过 去 我 们 曾 指 出 过 ,有 例子 说 明了 7 去 空间 不 必 是 正规 空间 ， 
因此 与 度量 空间 不 同 的 nw 一 几 平 度量 空间 未 必 是 正规 空间 【( 挫 
量 空间 必 是 正规 空间 〉， 但 应 注意 在 拓扑 意义 下 激 一 几乎 度 


车 空 间 与 度 党 空间 相同 。 
» 1 


下 边 从 Urysohn 定 理 开 始 介 绍 度 量化 定 列 。 
定理 5,23 ” 落 总 是 了 :正则 的 耳 满 足 第 二 可 数 公理 的 招 扑 空 
柯 ， 刚 艺人 恒 是 可 以 度量 化 的 。 
证 明 前面 曾 证 明了 满足 第 二 可 数 公 理 的 正则 空间 一 定 是 
正规 空间 。 
由 第 二 可 数 公 理 ， 设 B， 了 3 ，…, 卫 。 … 组 成 可 散 基 离 ， 
我 们 杨 造 一 个 足够 强 的 连续 函数 族 如 下 ，〈 了 34，Bi ) 称 做 一 个 
标准 对 ， 浆 指 瑟 二 3B， 根 据 Urysohn 引 理 对 每 一 标准 对 都 可 
直 取 一连 媒 画 数 六 六 ->[ 了 0，1)， 当 XEEBL 时 , (Xx) =0， 当 XE 
B, 时 ，f(x) *1。 这 样 取 的 连续 隙 数 充 世 量 形成 可 数 集 了 ，。 
下 面 证 明 利用 敢 中 元 于 二 以 “次 数 分 离 ” 任意 点 x 与 不 包 
仿 * 的 闭 集 。 实 际 上 , 设 玉 是 闭 集 ,x。E 玉 ， 于 是 存在 3i， 使 za 
EBjCCE~F， 冰 由 性， 存在 Bl， 使 x*，EBt 呈 Bj, 于 是 (B18 
8B;) 是 标准 对 ， 那 么 由 它 所 决定 的 f : 瑟 ->C0，10 即 满足 将 x4 与 
上 “函数 分 离 ” 的 条 件 。 这 样 一 来 ， 当 哆 = {fi fs …， 
六 } 时 ， 则 牧 诬 量 
atxs HF)= fer = fy Cn= T，2，……) 
便 满 足 定理 5 ,20 的 条 什 ， 从 而 苹 是 可 度量 化 的 。 
证 完 ] 
度 早 空间 未 必 满 足 第 二 可 数 公 理 ， 我 们 只 要 到 考 荐 任意 非 
可 数 集 ， 并 于 世上 引入 散 拓 扑 ， 而 散 指 扑 室 间 可 以 摩 量 化 ， 
只 要 到 6 如 下 : | 
© (x Y) = { 7 
“1 EY 
就 行 了 。 轩 然 (了 ，p》 不 满足 第 二 可 数 公 理 。 
然而 从 我 们 对 度量 空间 的 讨论 便 能 得 到 下 而 的 Urysohn 
96， 


第 二 度量 化 定理 。 

定 现 5.24 ” 紧 空 间 基 可 以 度量 化 的 充 要 条 件 是 六 是 正则 
的 瑟 满 足 第 二 可 数 会 理 的 拓扑 空间 。 

寻找 先 拓 小 空间 可 度量 化 的 充 要 条 件 ， 而 且 又 能 将 Urey 
hn 定理 作为 一 个 自 热 的 推 沦 ， 这 是 几 十 年 来 引人入胜 的 “度量 
化 ”问题 ， 

我 们 从 仿 紧 拔 念 开始 讨论 这 个 问题 。 

定义 10 了 ;空间 蔷 称 作 仿 紧 的 (paracompact》 是 指 于 的 
任 辣 开 改 益 都 存在 局 部 有 限 (iocollyfinite》 的 开 加 细 {open 一 
refinerment)】 办 蓄 。 

对 定义 中 的 几 个 术语 解释 如 下 

集 族 .wr 是 局 部 有 限 的 :+ 对 每 一 点 EX 存在 x 的 一 个 邻 霹 
口 ; 使 得 0 仅 与 .中 有 限 个 集 相 交 ; 即 { A: AEw， ADU 中 } 
是 有 限 族 。 | 

集 族 .x 是 局 部 散 的 (focally diserefe) :对 和 撩 一 点 +EX, 存 
在 的 一 个 邻 域 U， 使 得 U 至 多 与 f 中 一 个 集 家 交 ， 即 

{A: AEw, ANy #9} Ol 


集 族 x 是 0 一 局 部 有 限 ( 散 》 的， 可 以 表示 为 .x = U7， 


其 中 每 个 .x .都 是 局 部 有 限 《 散 )》 的 。 
集 庶 旬 是 9 的 加 细 ; 对 和 舞 一 个 4E 王 ,存在 BE .有 使 得 BC de 


局 部 有 限 人 性 是 非常 重要 前 性 质 ， 例 如 我 们 知 道 ，4:、 击 
是 拓扑 次 间 居 中 的 两 个 集 香 ， 嘟 么 
441U4=4U4ds 
成 立 。 还 可 以 将 上 式 中 槛 合 个 数 扩充 为 任意 有 限 个 ， 得 是 不 能 
扩充 至 无 限 个 。 例 如 了 中 父 体 有 再 数 是 一 可 数 乐 1 ri， rz， 
+ J97* 


rr 在 通常 拓扑 意义 下 有 下 区 不 等 
U {rr}= RR UL {Trp= UY tr 


若 加 是 局 部 有 限 的 集 谋 《水 挫 其 点 数 有 名 太 ! 》， 划 往届 下， 
盾 ， 
定理 5,25 设 .o 卫 括 扑 空间 《关中 的 局 部 有 限 集 族 ， 
rl 
U{A: AE.w }=U{ArAEcw } 
证 明 首先， 以 下 包含 关系 显然 成 立 
Uf4: AEw }c U{A: AEw } 
我 们 证 明 相反 的 包含 关系 。 设 +E 了 {4:A4Ew }， 那 么 
因为 .x 是 局 部 有 限 的 ， 邦 存在 x 前 邻 砧 ， 使 0 仅 与 wv 中 有 限 个 


元 素 4,，A4s，…，4, 相 交 ， 于 是 xE 也 ,4,， 从 而 必 存 在 


4 使 YEd4， 亨 以 -EDU{ 4:AE.w }， 妈 有 
UiA: AEw CU{A: AEw } 


再 君 一 个 对 以 后 有 用 的 性质， 
定理 5,26 设 失 是 拓 持 空间 (天 ，, 了 中 的 局 部 有 限 集 族 ， 
对 每 个 4E.wx 部 存在 连续 前 数 J 人 :下 一 RR， 当 x EA 时 ，f (4x) = 
0， 那 么 函数 
(xy= 王 六 (xz) 
ae 
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是 在 章 义 的 ， 而 且 广 : 革 -> 交 是 连续 畏 数 。 

证明 设 xE， 由 于 .wx 是 局 部 有 恨 的 ， 政 存在 x 的 一 个 邻 
域 U， 使 得 0 仅 与 wr 中 有 限 个 元 索 A441/，…， 毛 ,相交 ， 因此 当 
yEUNH 


f(y) = 三 fty) 


于 是 f(x) 是 有 意义 的 ， 而 且 任 意 网 {SnED}->x 时 ， 有 
TFI PED) ->Fxzy。 因 此 /是 连续 函数 。 
[证 完 ] 

现在 让 我 们 来 介绍 4。 五 。Stfone 附 一 些 结果 干 边 定理 
前 证 明 方 尘 岂 Stone’ strick” 和 侧 举世 闻名 。 

定理 5,27 可 { 盆 ) 度 芭 化 的 拓扑 空间 (下 ， 了 了 的 任意 
并 覆盖 存在 6 一 局 部 散 的 开机 细 材 盖 。 

证 明 任 取 一 仿 诱 导出 拓扑 到 的 度量 o， 设 多 是 天 的 一 个 
开 蓝 盖 ， 首 先 将 多 良 序 化 ， 即 多 = { 了。 az<o } 。 对 每 一 个 
U.， 令 

Um = {ro ~-U)>2"} 

Un =U (an) ~ UI Un+1): pee} 
于 是 有 以 下 纤 论 : 

i)》 每 个 U0.(n) 都 是 开 集 ， 人 而 且 UGDCU,(n+ 1)，U。 = 


U Don。 (读者 让 证 ) 


iy a FH oCURn), Utn)) D2 ("+t 

实际 上 上 ， 若 Ba 并 入 xEUNGn),，yEUSG) 册 从 olx, 
-002 3 1 有 三 有 有形 不 等 式 捧 
惠 e@(lx， 7) 守 |etx， 萤 =U) oty, 了 -UU)|=2'"tt) 于 


* 99 。 


是 i 成立。 

ii = 让 DR 5 是 自然 数 ，C<o。} 

实际 上 , 任 取 x 后 瑟 ， 存 在 ge<m， 使 zeEzso， 缸 且 ae 是 
满足 此 关系 的 最 小 序数 ， 因 为 D。 是 开 集 ， 故 七 ~ 1 。， 是 闭 集 ， 
而 xo。 EX~U。6o， 因 此 当 n 充 分 大 时 可 使 +EDU。o(n)。 再 由 UU。 
(mcC0O. 及 US(n) 的 定义 知 xrEDUNCGD)， 这 就 证 明了 iii) 

iv) 中 ii 知 ， 对 同一 个 自然 数 m， Cs 有 对， 口 #(n) 与 
U* 《之 间 保持 着 《不随 a，B 变 化 超过 某 一 个 正 数 2" ‘1 


此 


的 距离 ,再 将 每 一 个 个 U0*(ne) 加 宽 , 因 设 Un) = { x1oCx, tr。 


Cn) 2- "+5 时 ， 则 上 .nm) 便 是 开 集 。 
、 v) 对 同一 个 #, 当 a 和 8 时 ，Ui(n) 与 rs(o) 之 间 的 距 离 >> 
\ 时 《 读 河 目 证 ) 
SN 这样， 由 iv》 旨 9 可知， 对 每 一 自然 数 o { Dn) ，a<a， 


+ 


“上 都 是 局 部 散 的 开 集 族 ， 由 iii》 知 它们 的 总 体 是 了 的 一 个 开 改 


盖 ， 且 5 .nyCU,。 从 而 集 族 
0 {Dn) : aw, } 


便 是 的 一 个 o 一 局 部 散 《 有 限 》 的 开 加 细 。 
[证 完 ] 
定理 5.28《〈-。 互 。9fone)》 可 度量 化 的 所 扑 空 间 【〔 大 ， 
了 ) 必 是 仿 紧 的 。 

证 明 设 6 是 于 福 上 诱导 出 拓扑 .的 任意 一 个 度量 , 设 多 是 
的 任意 并 付 盖 。 由 前 定理 可 知 存在 一 个 g 发 局 部 散 的 加 细 开 
更 盖 

二 中 


g = 昌 多 。 (其 中 2 ,是 局 部 散 的 ) 


不 妨 设 多 .中 元 素 记 作 0.，.， 其 中 a 属 手 某 一 指标 集 4A,。 
定义 开 集 

Us = {x1olxs KU a"} 
于 是 Tt) 满足 条 性 

Us EU sm EU ,mt 1) 

RU MCU Se 


且 Us = U Us =) 

我 们 现在 对 每 个 自然 数 n 以 及 他, 中 每 一 个 元 素 U,，: 作 如 
下 改造 ， 

U0,,. = we 一 U 1 Urns tn) + BE A,, mn } 
于 是 下 列 续 乐 成 立 : 


i) 天 = U { 了 ,8 是 自然 数 ，xE A} 
这 是 因为 当 xE 和 是 设 多 中 包含 而 具有 最 小 标 号 4 的 集 是 


0 ,003: 寺 ， 显然 xEToy。， 故 i) 成 立 。 


ii) 也 ,是 开 集 。 
实际 上 ， 和 由 于 多 是 局 部 散 的 ， 琴 此 
UU{Usatn): PEA,} 


是 闭 集 ,En 一 1 个 闭 集 之 并 仍 是 闭 的 ,从 而 ,是 开 集 。 
111» { 0,,, : CE 人。 =1, Zp i } 是 多 的 加 媳 。 这 
是 显然 的 。 


、， Oy 
1Y》 {Ua AEA HH=1l, 2 } 是 局 部 有 限 的 。 
,201.。 


设 x 是 到 由 任意 一 点 ， 左 多 上 中 了 到 包 念 * 下 其 有 最 小 标 
里 集 ， 优 为 局 sa 村 民生 在 虽然 统 mmo， 信 XEUro a(ima) 
根 汤 0,，a 的 构造 方法 硬 知 当 玉 >max { ww，mo } 可， 有 
Uo) NU slmo) = 
由 于 多 ,是 局 部 散 的 集 族 便 知 有 x 交 一 个 邻 域 U， 使 口 与 
10 :QE A n=1，2, …… 上 上} 的 有 限 个 (过 max { no 
mo 了) 个 集 往 区。 
5 证 完 】 
谍 忆 是 拓扑 衬 间 ， 我 们 再 引入 一 个 术语 如 下 : 
多 是 9 一 司 部 有 限 基 (o 一 散 基 〉， 多 是 了 的 忒 席 ， 而 且 净 
可 表示 为 


= || 多 ， 


ai 


其 由 每 一 个 十 癌 部 有 限 《 局 部 散 )》 的 。 

显然 ， 可 数 基 一 定 是 ea 一 散 基 。 

定理 5.29 设 正则 拓扑 空间 (六 ， 了 》 具 有 一 局 部 有 限 
基 ， 阅 王 必 是 正规 的 。 


证 明 设 史 = | 罗 ,是 X 的 括 扑 基 ， 其 中 每 个 吉 。 都 是 局 


部 让 了 有限 向 ， 卫 天 :是 任意 两 个 不 相交 葛 闵 华 。 于 夯 证 明 了 地，。 
下 有 于 素 分 丙 。 实 际 了 上 上， 洁 玫 ;的 每 个 点 * 存 在 环 贡 ) EE . 吉 p 


HI 


BONF,s= 
fi 对 证 ,的 每 个 点 vy， 存 和 BCY) EE ， 使 得 
BC(WNr= 


+ 册 忆 迪 


令 UU {Bx) :rEF, Bir EB,} 
Va= UU {BO vyEPF;s, BI(y}EB.} 
由 于 . 罗 , 是 局 部 月 限 的 党旗 ， 牙 
U,= U1{ Br) :xEF, Bx) EB,} 
Vo= UU {By yEF,, BIER,!} 


那么 DU, 及 广 , 是 开 集 ， 并 且 对 任意 自然 数 m，n， 乌 有 
六 .人 这, = 
而 有 Fic 人 0 严 F ,~ 日 T。 


从 而 可 = 山 六 ,与 = YD, 便 是 分 高 1, 太 :的 开 集 。 


C 证 完 ] 
定理 5.30 。 CNaogota- Smirnov) 拓 挤 空间 (XX,， .了 》 可 


度量 化 当 且 仅 且 它 是 了 的 且 存 在 o 一 局 部 有 限 基诺 。 


证 明 ”人 先 证 条 件 的 必要 性 。 
设 《〈 和 ，. 氏 )》 是 可 度 景 化 的 拓扑 空间 ，p 是 导出 拓 站 .的 


一 个 庆 量 ， 此 时 区 必 是 7 空间 ,因为 集 族 { SCx 于 :和 


a 中 站 入 = 


{对 每 个 8) 是 X 的 开 杜 站， 于 是 便 存在 着 cs 一 局 部 有 限 的 加 细 


下 覆盖 多 ,， 注 意 多 ,由 每 个 集合 了 的 直径 (6B)<< 字 。 
因为 多 ,是 0 一 局 部 有 限 的 ， 所 以 UU 多 ,也 是 6 一 局 部 有 限 
的 ， 这 样 只 须 证 明 它 是 基底 ， 以 下 来 证 明 ,UZ ,是 X 的 基 遍 。 


设 口 是 和 的 任意 一 个 开 集 ,于 是 对 于 每 一 点 +E 了 , 必 在 在 1。 
使 于 球 SCx3 ccU, 因为 ,是 开 覆 赣 ， 所 以 他 在 BE ，， 
x EB, 又 因为 8 B)< 二 ， 从 而 对 于 8 中 的 每 一 点 y 证 有 elx， 


YE 


3 | 


[i XEBCSCr cod, 


这 样 沪 证 明了 日 8 是 基底 。 
共 次 证 胃 充 分 性 。 
设 多 = 久 , 是 拓扑 空间 XX 的 基 谍 ,其 中 :7 ,是 局 部 有 限 的 


开 仿 族 。 国 为 空间 是 了 的， 中 定 蚜 5,23 可 知 空间 是 了, 的 。 这 详 
一 .<Urysohn 定 旺 的 条 件 斌 得 到 满足 ,于 是 ， 兴 CU， 玉 是 闭 
保 ,0 闪 开 集 时 , 俐 椒 赴 连 污 函数: XX 一 [0，1],; 售 写 x 蕊 了 时 ， 
f(a)=1. XECN, flx)=0, 
堪 在 任意 固定 一 对 日 然 数 m，n， 并 设 U 是 在 。 由 任意 一 个 
* 204. 


元 素 ， 我 们 考虑 .多 中 一 切 满 足 CC 的 全， 设 三 CC 加) = 


{EB VCU}. 因为 多 ,是 局 部 育 限 的 , 玉 (F， 坟 ) 换 
汪 闭 集 。 而 日 (UU，1)CUV， 因 此 在 在 一 个 连续 孙 数 fu， 
; 六 一 [0 ,起 使 得 当 X EFCUsID) 时 ,fv nm;《X) 三 1, 当 xE 品 时 
fi n(xX) =0。 久 由 于 .多 :是 局 况 有 有 限 的 ， 可 知 以 下 塘 度 最 
是 有 意义 的 

Qnrats YY ue fT en my Cy)| 


们 导 当 x 国定 时 ，es，,(x，») 还 是 关于 自 变量 y 名 了 的 连续 国 
数 。 

由 于 是 的， 所 以 定理 5 .20 航 11》 可 由 ii》 推 出 ， 我 们 
只 须 验 证 定 开 5,.20 的 iii》。 设 Xo 蕊 卫 ， 避 是 %o 的 开 邻 域 ， 于 汪 
存在 口 及 名 使 到 xo EVCVCUCG， 不 妨 设 UE BB,、 PE 
儿 n， 邢 么 上 辐 定 义 的 fv，a ;就 合 于 条 件 : 

fv on (Xo0) = TI， 人 而 当 x EU fruy wi (x)=0 、 
于 是 Qs(xo 入-G) 沪 1 即 由 6w3 ,决定 的 开 球 Snos 《oy 
1) 王 G。 这 样 就 得 到 定理 5.20 的 iii》。 说 明 X 是 可 认 量 化 的 。 

[证 完 】 

因为 前 面 还 证 明了 度 芭 空间 具有 og 一 散 基 ， 那 么 利用 国 样 
的 廊 法 就 河 以 得 到 RR。 生 ，Bing 的 结 了 于。 

定理 5.31 (Bing》 拓 入 空间 《了 ， 了 》 是 可 以 谋 量 和 化 的 当 
且 公 当 它 是 了 的 而 世 共 有 0 一 散 半 。 

六 将 上 述 和 Nagota 一 人 mirn92y 定 埋 以 贡 Bing 定 滥 中 的 可 鹿 
基 化 ” 改 为 “可 伪 度 县 化”， 号 此 粗 应 地 把 “3” 搁 作 “ 正 
则 ”， 其 所 得 定理 也 是 成 立 的 。 
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由 定理 5,20 可 知 ， 以 下 关于 乘积 空间 的 定理 是 成 立 的 ， 
定理 5.32 设 乘积 空间 X = XX,， 若 每 一 个 六 ,是 可 六 


县 化 的 ， 那 么 芋 也 是 可 度 最 化 的 。 

证 明 设 国 .的 拓扑 由 度量 9g, 导出 ， 对 任意 的 x, $ 马 有 

令 @%(x yy) = (tx); ,Cy))， 其 中 ,表示 访 汪 芝 。 
的 投影 。 

由 所 有 形 如 

Q(x 7) =max { entry Fy 1 Ct CX yy) 1} 

的 9* 组 成 可 数 族 P。 不 难 验证 每 一 个 a* 都 是 下 上 的 伪 新 长 ， 且 
满足 定理 5.20 的 条 件 ， 从 而 是 可 度量 化 的 。 
[证 完 ] 

由 此 定理 可 知 ， 空 间 / 淮 。 是 可 度量 化 的 ， 又 因为 /从 ,有 可 
数 稠 窗子 和 集 { (ry fay 人 Pay ) :ri; 是 /中 有 理 数 ， 
n 是 自然 数 }。 所 以 1 恰 s 是 可 分 的 并 且 1 No 的 每 一 个 于 空间 也 
是 可 分 度量 空间 。 实 际 上 ， 可 分 度量 袍 间 必 浇 足 第 二 可 数 公 
理 ， 而 子 空间 也 满足 第 二 可 数 公 理 ， 所 以 于 空间 是 可 分 的 。 

理 定 5.33 拓扑 空间 (和 X，.yz) 的 拓扑 了 能 由 某 一 可 分 度 
量 《 即 做 为 度量 空间 是 可 分 的 》 导 出 ， 当 且 仅 当 久 与 13, 中 某 
子 空间 同 脆 。 

请 读者 自已 证 肯 。 

最 后 再 提出 一 个 关于 一 般 乘积 空间 的 可 度量 化 的 条 件 . 

定理 5 ,34 设 笋 积 空间 妃 = 义 呈 ， 则 及 可 度量 化 的 关机 条 


件 是 每 一 个 X, 都 可 度量 化 ， 而 且 除 了 可 数 多 个 因 于 外 ， 其 它 
的 X。 是 都 单 太 集 。 
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证 明 首先 注 辣 到 阁 有 个 可 数 个 祥 。 是 非 单 点 集 的 话 ， 辑 
么 七 便 不 满足 第 一 可 数 公理 ， 从 而 了 不 可 度量 化 。 

其 次 ， 对 于 每 一 个 a€ 4， 我 们 不 难 构 造 一 个 着,"; 它 古 入 
的 子 空间 ， 并 与 姜 , 闻 及， 从 而 当 六 可 度 奸 化 时 ,就 可 推出 X*,， 
进而 推出 也 ,可 度 时 化 。 

至 于 充分 性 ， 则 可 半 做 定理 5.32 芍 二 接 推论 。 


C 让 完 3 
第 五 章 习 题 


1 。 设 《 语 ，C》 且 一 个 坊 度 量 空 间 ， 在 廊 上 定义 二 元 克 
Ts 
Y 卫 YY 当 旦 仅 当 Dr 3) =0， 
该 证 ， (1) 总 是 在 上 上 的 等 价 关系 ; 


《2) 对 任意 的 x YEXAE， 令 


i 
pe 


@ x, ») = {Ox Yt # EX, Es} 
列 (六 A 怕 ，@) 是 度量 空间 


(3) 0 所 决定 的 撕 盾 丝 是 羡 A[ 已 上 的 商 拓 拉 ， 革 于 由 
到 XX 马上 的 英 影 户 是 保 距 的 。 
2。， 起 【《X， 8 是 度量 空间 ， 令 


站 
Ctx 4 一 Li Dx, ys 


R01》 是 度量 空间 8 
(2) 《区 cei) 与 《9》 有 拍 同 二 本 提 ， 
.267 » 


(37 【二 BDI) 与 (让 ，0》 有 相同 的 Cawchy 床 列 。 
3 。 在 实数 集合 时 上 引入 度量 
Ortx, y= -yy 
Oa(xs =Ilarctgx — orciy', 
试 汪 ， 度量 空间 《六 ，B1) 忆 《车 ，8:》 的 乱 打 相同 ， 公 
Cadchy 诺 列 却 不 同 ， 
4 。 设 是 完备 度量 室 间 区 到 度量 空间 了 上 的 连续 映射 ， 
试问 F 一 定 完 备 吗 ? 
5 。 上 度量 空间 中 的 草 点 集 一 定 且 无 处 稳 守 的 吗 ? 
-6 。 设 壮 是 度量 空间 ， 若 兰 有 稠密 子 业 4， 并 且 4 中 章 一 个 
Cauncpy 列 部 在 芷 中 收效 ， 证 明 超 是 完备 的 。 
了 。 设 呈 是 【0，13 上 所 有 实 值 连续 函数 的 全 合 [0 
1] ， 对 任意 的 zx yy 后 站 念 
Olx, 3) = maxlxtft) ~ yt) 


1 
证 明 〈 改 ，6) 是 完备 的 度量 空间 。 
8 。 证 苇 =C[50，1D， 对 性 旦 前 xX， 多 名， 令 ， 


ox WD= | Txt- yt) dt 


证 明 ( 芒 ，0) 不 是 完备 的 度量 空间 。 
日 。 设 《Di) 与 (7 了，6s) 都 古 度量 空间 ，f :1 XY， 
落下 在 实数 <1， 使 得 不 等 式 
Golf tx) fx Earp (rx, xX’) 
填 一 J9x，X! 亡 们 性 成 主 此 了 财 我 们 称 f 是 内 〖《 训 6 到 (了 ， 
Di 指 奈 商谈 射 。 
这 四 《312 下 培 焉 畔 灵 入 续 上 映射 


* Nd. 


《2) 《上 压 纺 映射 原理 ) 出 完备 及 量 空 间 到 其 自身 
的 压 编 睐 射 有 唯一 的 不 动 志 《点 4EE 花 叫 着 胰 射 关 : 天 一 下 站 不 
动 世 是 指 # 满 足 方 程 FY) =x*)。 
1410。 证 明 不 存在 由 紧 度 时 空间 芭 其 真子 集 上 的 促 距 映射。 
11。Sodgehfey 直 线 可 天 度量 化 


~ 
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二 口 y OO 

WD OFmlil 
C 呈 D NN 吕 
wi 中 呈 口 口 


请 ] 
Mm 
口 广 广 
请] mm 误 ) 请 ] 误 ) J 
上 00 器 证 J 
请 ] | 口上 广 请 ] 
请 ] 请 ] 户 ] 亡 ] 中 OO 请 ] 误 ) J 中 J 
户 ] em 误 ) J 中] 中 中 OO 口 OO 0) 请] 器 器 OO J 
DO 请 ] DO 中 DO 口 对 FF 口 品 ] 器 DO 请] 亡 ] 
OO 请 ] 0D 0 器 O DO 中 DO DO 户 ] 亡 ] 
让 DIDIDIDIDICDD 户 ] 记 ] 记 ] 广 ] 吕 ) DO DD DO mn 请] 亡 ] 
DO DO DO DO 请] 亡 ] 
请 ] 口 口 人 ND 口 ] 口 ] OO 请] 误 ) 请] 误 ) 


DO J 请 ] J J 
DO J J J J 
mn J 请 ] J J 


